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Ueber die constante elektrische Strömung in 
ebenen Platten. 
(Von Herrn E. Heine in Halle.) 


u % Herr Kirchhoff gelangt in seiner T'heorie der elektrischen Strö- 
mung *) zu höchst einfachen Ausdrücken für die sogenannte elektrische Span- 
nung oder das elektrische Potential, wenn der Strom durch eine ebene Platte 
hindurchgeht, welche unendlich gross oder endlich und zugleich kreisförmig 
ist. Eine völlig befriedigende Uebereinstimmung mit den aus der Theorie 
gefundenen genauen oder Annäherungs- Formeln zeigen die Versuche des 
Herrn Kirchhoff selbst, ebenso wie die späteren, welche Herr Quwincke **) 
sowohl an kreisförmigen nieht homogenen, als auch an sehr grossen homo- 
genen quadratischen Platten angestellt hat. 

Im Folgenden werde ich das elektrische Potential zunächst für solche 
homogene Platten ableiten, für deren Abbildung auf den Kreis man fertige 
Formeln vorfindet, nämlich für Rechtecke und elliptische Platten. Die Re- 
sultate lassen sich sofort auf den Fall solcher Platten übertragen, die man 
durch eonforme Abbildung eines Rechtecks erzeugen kann, vorausgesetzt 
dass die Systeme orthogonaler Linien bekannt sind, welche den Parallelen 
zu den Seiten des Rechtecks entsprechen. Für alle solche Platten zeichnen 
die Resultate sich durch Einfachheit aus. 

Dies findet man im ersten Abschnitte. Im zweiten Abschnitte löse 
ich die gleichen Aufgaben mit Hülfe der bekannten analytischen Methode, 
die zur Abbildung ebener Figuren auf einen Kreis dient, um zu zeigen, 
wie man die Schwierigkeiten überwinden kann, welche die Anwendung 
dieser analytischen Methode auf Platten von den oben bezeichneten Formen 
verursacht, die vorzugsweise aus der Entwickelung des Logarithmus einer 
Entfernung entspringen. 


*) Ueber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine Ebene, ins- 
besondere durch eine kreisförmige; Poggendorffs Ann. Bd. 64, S. 497. Nachtrag dazu; 
Poggendorffs Ann. Bd. 67, S. 344. 


**) Ueber die Verbreitung eines elektrischen Stromes in Metallplatten; Poggen- 
dorffs Ann. Bd. 97, S. 382. 
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Erster Abschnitt. 

$. 2. Dureh eine beliebig begrenzte homogene ebene Platte möge 
ein constanter Strom gehen, welcher mit bekannter Stärke in gegebenen 
Punkten der Platte A,. A,, ete. einströmt. Die physikalische Aufgabe, das 
elektrische Potential V in einem willkürlichen Punkte P der Platte zu 
finden, lässt sich, nach Herrn Kirchhoff, mit der folgenden mathematischen 
vertauschen: 

Es soll eine Funetion V der rechtwinkligen. Coordinaten gefunden 
werden, welche in jedem Punkte P der ebenen Platte der partiellen Diffe- 
rentialgleichung des logarithmischen Potentials [A V = 0] genügt; — die bei 
Annäherung des Punktes P an gegebene Punkte A,, A,, ete. unendlich 
wird wie 

E,1og PA, + E,log PA; ++ E,logPA,+---, 
wenn die E gewisse bekannte Constante vorstellen, deren Summe Null ist. 
PA, feıner die geradlinige Entfernung des Punktes P von A, bezeichnet: — 
die in allen übrigen Punkten der Platte den bekannten Stetigkeitsbedin- 
gungen für Potentiale genügt; — die endlich am Rande nach der Normalen 
differentiirt Null giebt. Durch diese Bedingungen wird die Funetion V bis 
auf eine willkürliche additive Constante bestimmt. 

Herr Kirchhoff hat, wie oben erwähnt wurde, den Werth von Y, 
welcher den Bedingungen entspricht, für die Kreisplatte ermittelt. Ist o 
der Radius dieses Kreises mit dem Mittelpunkte M, so construire man zu 
jedem Punkte 4, jenen zugeordneten B,, der sowohl in der Geometrie als 
auch in der Physik bei dem Kreise und der Kugel eine bedeutende Rolle 
spielt, der nämlich mit A, auf dem gleichen Durchmesser [MA, B,], auf der- 
selben Seite, von M aus gerechnet, und in einer solchen Entfernung liegt, 
dass MA.MB,=o'. Dann wird, abgesehen von der willkürlichen Con- 
stanten, 


1) V= ZElog(PA.PB,), 


wenn sich die Summation auf alle verschiedenen Einströmungspunkte A, 
bezieht. 

3. Einen analytischen Ausdruck für zwei zugeordnete Punkte 
findet man sofort, wenn man bei der Construction von B sich des folgenden 
Verfahrens bedient: Durch den Mittelpunkt M lege man die Axe des Reellen 


beliebig, senkrecht därauf in M die Axe des Imaginären. Vom Punkte A 
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aus, der durch eine complexe Zahl A ausgedrückt werde [r(eosp-+isingp)] 


sehe man zu seinem Spiegelbilde A’ über, den Punkt A leuchtend. die Axe 
des Reellen spiegelnd gedacht |r(eosg—ising). Der reeivroke Punkt zu 


0 


A’ in Bezug auf den Kreis | | ist jener A zugeordnete Punkt 


r(COSsp — ising 
B. Reciprok in Bezug auf den Kreis heissen irgend welche Punkte P 
und Q, wenn ihr Produet P.Q gleich o° ist. 

$. 4. Es soll nunmehr das elektrische Potential der elliptischen Platte 
aufgesucht werden. Der Mittelpunkt der Ellipse heisst M und ihre Excen- 
trieität wird zur Einheit gewählt. Eine grosse resp. eine kleine Halbaxe 
möge zugleich die positive Richtung der Axe des Reellen und der X, resp. 
der Axe des Imaginären und der Y vorstellen. Die grosse Halbaxe werde 
gleich cosie gesetzt und e positiv reell genommen, ‚endlich de = —logg 
gesetzt. Statt der rechtwinkligen Coordinaten x, y führe man die elliptischen 
f, u ein. und hat dann folgende Abhängigkeiten: 


z = co8iu.cost, DZ L<2n, rtHiy=z, 
| loxg — —4r. 
iy = siniu.sınt, Vu ev, IH+Hır=w, 
\ 1: 114 x 2Kw 
Herr Schwarz hat gezeigt, dass die elliptische *) Funetion sne 
- | = 


alle Punkte im Innern der Ellipse auf das Innere eines Kreises mit dem 


. 1 . .. . - . r . . . 
Radius 7 abbildet: diese Bilder im Kreise von den mit »rossen Bueh- 
/k 


staben versehenen Punkten der Platte, nämlich von dem Mittelpunkte M 
der Ellipse, den Einströmungspunkten A, und einem willkürlichen Punkte P 
der Ellipse, werden dureh die entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnet. 

Es ist ein wesentlicher Umstand. dass dieselbe Funetion einen Theil 
des äusseren Raumes der Ellipse (und zwar den Raum zwischen der ge- 
gebenen Ellipse und der eonfocalen mit der grossen Halbaxe cos2ie) auf 
den ganzen unendlichen ebenen kaum ausserhalb des Kreises abbildet. 
Zugeordneten Punkten a und b des abbildenden Kreises werden also Punkte 
A und B in der Ebene der Ellipse entsprechen, die bei Ellipsen die Rolle 
der zugeordneten spielen. Dies geht sofort aus der bekannten Gleichung 


0, ksnez.sneiK —z) = 1 


*) Mit Gudermann setze ich hier snu, enu, dnu, wo Jacobi sin, cos oder Aamu; 
ferner sneu, ete., wo Jacobi sineoamn, etc. 


u 
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hervor. welehe man in die Form 
a 


<K /. 
yk.sne r (iu— r loeg—t) = 


‚ek 


1 
IK z 
yksne = (-iu— Z loggy + ı) 


setzen kann. Während « alle Werthe von O0 bis vo, daneben —tlogg—u 
die von e bis O0 durchläuft, so durchläuft in der That «—}logg die von 
vo bis 2e. 

Man kann auch leicht den analytischen Ausdruck für zwei zuge- 
ordnete Punkte der Ellipse und die entsprechenden des Kreises angeben. 
Hat ein Punkt A, die elliptischen Coordinaten £,, «, so ist sein Bild im 


. . 2K W . u . 5 

Kreise sne 5 dessen Spiegelbild ($. 3) gegen die durch m gehende Axe 
BE nn & 

des Reellen a, wird sne- (?—iu), und der reeiproke Punkt b, ausserhalb 


4 


4 e . N: i l ; 
des Kreises, in Folge der Gleichung («.), da der Radius y Ist, 
) 


2K /. D . 11e . 
ne (iu, — _ loeg—t). so dass also bei der Ellipse der innere Punkt 
st \ 2 oO / 
mit den elliptischen Coordinaten £, x, immer einen äusseren mit den Coor- 
dinaten 27—t, u— }logg als zugeordneten besitzt. 

Ganz entsprechend der Gleichung (1.) im $. 2 findet man nun den 
Ausdruck des Potentiales V für die elliptische Platte dureh die Gleichung 
2.) V= ZElog(pa,.pb,), 
in der also p und a, die Bilder von P und A, bei der Abbildung auf den 


Kreis mit dem Radius w7i bedeuten, während 5; der dem a, zugeordnete 
Punkt im Kreise ist. Der fertige analytische Ausdruck lässt sich nach 
dem Obigen sofort bilden, wenn man beachtet, dass die Entfernung zweier 
Punkte » und wo, sich als Modulus der Differenz ihrer Zahlen, mod (eo — w,) 


/ 


ausdrücken lässt. Es geht demnach (2.) über in 


k 2 2K 2K 
V= ZE,logmol [sne m — SNE w,| 


ı nr 
2K 


4 


2&K /. 
w— Sn (iu,— 5 logg—t)]. 


In der That genügt sowohl (2.) als (2*.) allen Bedingungen, die das 


+ SE, logmod Isne 
q _ 


elektrische Potential ($. 2) zu erfüllen hat. Da nämlich V die Summe 
einer Funetion von z+yi und einer von 2—yi ist, so genügt es der Glei- 
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chung AV=0. Ferner wird der Logarithmus der Entfernung zweier 
Punkte PA in derselben Art unendlich. wenn P auf A fällt, wie der Lo- 
garithmus der Entfernung ihrer Bilder, vorausgesetzt dass wie im vorlie- 


genden Falle der Ditferentialquotient der abbildenden Function f(z) nach z 
noch in A endlich und von Null verschieden bleibt. Es wird aber auch 
der Differentialquotient von V nach der Normalen am Rande Null, da beim 
Fortrücken des Punktes P vom Rande der Ellipse auf der Normalen sein 
Bild p vom Rande des abbildenden Kreises auf dem Radius fortrückt, und 
man bereits aus den Untersuchungen des Herm Kirchhoff weiss, dass der 
Ausdruck 1.) im S. 2, folglich der ihm gleichgebildete (2.), am Rande 
nach dem Radius differentürt verschwindet. 

$. 5. Das Verschwinden des Differentialquotienten von V nach der 
Normalen, oder was dasselbe besagt, nach «, am Rande der Ellipse lässt 
sich auch ganz direet nachweisen. Hierzu sowie auch zu manchen Ver- 
einfachungen dienen folgende Bemerkungen: 

a) Sobald V durch eine Gleichung von der Form (2.) 


V= ZEf(t,u,t,u) 


ausgedrückt wird, wo f irgend eine Function der Veränderlichen £, «, und 
der Uonstanten £,, a, bezeichnet, so bleibt die Gleichung noch richtig, welche 
dadurch entsteht, dass man in jedem Gliede zu f, dieselbe Funetion von £ 
und #, die aber nicht £, und «, enthalten darf, hinzulegt, — weil nämlich 
EEE = 0. 

b) Ferner darf man zu f, eine beliebige Function von £ und «, die 
nicht Z und « enthält, oder eine beliebige numerische Constante hinzufügen, 
weil dieses nur auf die willkürliche Constante in V einwirkt. 

Dass solehe Hinzufügungen oder Fortlassungen vorgenommen werden, 
die nicht den Werth der gesammten Summe auf der einen Seite der Glei- 
chung für V, sondern nur der einzelnen Glieder affieiren, werde ich dadurch 
andeuten, dass ich mich des Gleichheitszeichens — statt = bediene. 

c) Zerfällt eine Funetion fin eine Summe von der Form g(t-+iu) +w(t—iu), 
so wird man das Resultat der Differentiation von f nach ia erhalten 
können, wenn man p(t-+iu)— w(t—iu) nach £ differentürt. Sind g und w 
Logarithmen von Funetionen, = logy, (t-+iu), logw,(t—iu), so wird folg- 
lich das Resultat der Differentiation nach iw mit dem Differentialquotienten nach 
Y,(t-+iu) 


—— übereinstimmen. 
w (t— iu) 


t von log 
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5 -. . oV u . ” . . 
Das Versehwinden von —. für v=v ergiebt sich, indem der Diffe- 


ou 
rentialquotient des mit E, multiplieirten Gliedes von V in (2*) nach ;x, 
in Folge von (e), gleich ist dem nach £ von 
2K 2K 
sne- w— sne m, 
logmod o- . 
S sne vr (au — N) — snc li | | .) 
Ssuc u — E) — BOC tu, — OLG —- 
na‘ R st EN 
. r 2K : 2K ) 
Am Rande. also für «= —logg, verwandelt sich he K', also 
= 


der Bruch nach $. 4. « in 
2K, h 
= t+iu,), 


| Sa 
log mod " sne( Ar )sne : 
welches, nach den Bemerkungen ad (a) und (b), — Null ist. 

Nach denselben lässt sich auch die zweite Summe auf der rechten 
Seite von (2*.) in dem Ausdrucke für V in eine andere Gestalt bringen; 
mit Hülfe von («.) wird sie nämlieh 


r 


a 2K 2K 
— 3 E,logmod is ksne — w.sne - (b,— iu)]. 
7 A 


$.6. Es soll nunmehr das elektrische Potential V eines Rechtecks 
OTNU aufgesucht werden *). Seine Grundlinie OT habe die Länge 7 und 
sei zugleich die Axe des heellen; die Höhe OU sei gleich —logg und 
zugleich die Axe des Imaginären; man setzt t+iu= w. 

Um das Resultat in möglichst symmetrischer Gestalt anzugeben, nehme 
ich zu jedem Einströmungspunkte A, drei Hülfspunkte B,, C,, D, hinzu, — 
die drei Spiegelbilder von A, gegen die spiegelnden Axen OT und OU (der 
Punkt A, sei 4,+:w,; dann sind die Punkte B,, C,, D, ausgedrückt durch 


L—iu, —t—in, —t+iuw). Bilde man nun die Ebene des Rechtecks so 


l 4 


” 


„Kw . R : 
ab, dass das Bild des Punktes » gleich sn’ „ist und bezeichnet wiederum 


die Bilder wie im $. 4 mit den kleinen Buchstaben, so wird das gesuchte 


*) Ein Freund, dem ich diese Arbeit mittheilte, machte mich darauf aufmerksam, 
dass die Aufgabe für das Rechteck bereits von E. Jochmann in Schlömilchs Zeitschrift 
für Math., Jahrgang 1865, durch die Methode der wiederholten Spiegelungen gelöst 
und auf Jacobische ©-Funetionen zurückgeführt sei. Seinem Rathe folgend, unter- 
drücke ich dennoch nicht diesen Theil meiner Arbeit, nicht nur wegen der Verschieden- 
heit der Methoden und der neuen Form des Resultats, sondern auch weil diese Auf- 


gabe, in Ansehung des Inhaltes der $$. 7 und 10 einen nothwendigen Theil meiner 
Arbeit bildet. 
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Potential im Punkte P oder w=t-+iu 


(3.) = =E,log(pa..pb..pe..pd. 


und der analytische Ausdruck hierfür 


‚0 nu A; > 
(3".) vr =E,log mod | sn WM 





- K ea | 
{sr w — Sn L—ım,)]. 


7T 7I 


eine Formel, die, wenn man den Anfangspunkt von O0 weg in die Mitte der 
Linie OU verlegt, eine ganz ähnliche Gestalt erhält wie (2”.). 

Die in der Einleitung erwähnten Versuche des Herrn Quincke be- 
treffen den Fall, dass loggqg = — rn und zugleich die Einheit sehr gross oder, 
was dasselbe besagt, dass die £ und # sämmtlicher Punkte P und A, klein 
enommen werden; ferner erfordert die Ableitung der Näherungsformel, 
welche Herr Qwincke seiner numerischen Rechnung zu Grunde legt, dass 
die Einströmungspunkte in der Diagonale ON liegen. Diese Näherungs- 
formel ist 

V= ZElog(PA.PB,PC,.PD,). 


Man erkennt aus den nunmehr vorliegenden allgemeinen Ausdrücken (3.), 
dass für die Näherungsformel nur die eine Voraussetzung erforderlich war, 
es müsse £, «, £, a, hinlänglich klein sein, da dann sn(t+iw), sn (t, +i«,) 
proportional t+iu, t,+iu, selbst sind; dadurch geht (3.) in obige Näherungs- 
formel über, die eine solche also auch für alle nicht regulären Rechtecke 
und für Einströmungspunkte ist, die nicht in der Diagonale liegen. 

Nach der Methode des $. 4 leitet man die Formeln (3.) so ab: Bei 
der Abbildung des Rechtecks auf einen Kreis mit dem Radius I ist bekannt- 
lich das Bild eines Punktes 7 -+iv 


2K_ 
I—en —(r-+iv) 
7t 4‘ 
2K 4 


sn— (rT+iv) 
-. 


wenn 7 und v sich auf ein dem ursprünglichen der ? und a paralleles Coor- 
dinatensystem beziehen, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt M des Recht- 
ecks ist. Obige Formel transformire man in den gleichen Ausdruck 


K, K, ER: 
ksn — (1 +iv).sne| (T+iv)-+iK |. 
st . zı x 


4 


Das Spiegelbild dieses Punktes im Kreise gegen die spiegelnde Axe des 
heellen, welche durch den Mittelpunkt des Kreises m geht ($. 3) entsteht 


\« 
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durch Verwandlung von v in —v; der reeiproke Punkt zum Spiegelbilde, 
zugleich der zugeordnete zu dem vorigen, wird daher (vgl. («.) im $. 4) 
K REDE K a 
ksu| (@—iv)+iK'|sne (T—iv). 
rı st 
Führt man nun wieder die Coordinaten #, « ein, indem man setzt 
nt ak'i 
IHıu = Tv 
so wird bei der Abbildung auf den Kreis das Bild eines Punktes t-+iu 
K K--ik' K K-ik' 
sn ( D— — -)- sn( on), 
nt 2 A 2 


was zur Abkürzung gleich f(t+iu) gesetzt werden mag, während der zu- 
geordnete Punkt im Kreise f(t— iw) ist. 
Nach S. 4 wird also 
Ei SEct W ‚r % 21 \ \ . \7 
vo = E.logmod[f(w) —-fiw.)].Ifiw) fit. —iw)], 


und hiermit ist die Aufgabe gelöst. Um die Gleichung in die Form (3.) zu 
bringen, setzt man für f seinen Werth in V ein; es hat jeder der beiden 
Factoren die Form 
sn (S+e).sn(S—e)—sn(n+e).sn(n—e), 
wenn gesetzt wird 
22 =K-+iK, n5=Klt+iu), an=Kft+tiu,). 
Dieser Ausdruck verwandelt sich (Jacobi, Fund. nova theor. funet. ellipt. 
$. 18, No. 7) in 
sn’&E— sn’« sn’n — su’« 
1-- k’sn’£sn’« 1— k’sn’nsn’« 

und geht, durch Zusammenziehen, in das Produet von sn’S—sn’n mal einem 
“actor über, der nur « und % enthält, dividirt noch durch das Produet der 
beiden Nenner, wird daher ($. 5, a, b,) 


Mr 


a En 


— sms—sn’n, 
wodurch die Formeln (3.) erwiesen sind. 
Anmerkung. Dass am Rande der Differentialquotient von V in 


Cr he 


r x OF; 
(3.) nach der Normalen genommen verschwindet, d.h. 5g für £=0 und 


pe 
i=n, ,, füra=0 und a=—logg, erkennt man sofort durch das Ver- 


fahren des $. 5, indem man, um den Factor von E, zu erhalten, den Loga- 
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rithmus des Modulus von 


„kw ‚„Kw, 
sn — BB 
sı st 
„K(t— iu) „Kw, 
sn - 8n 
st st 
für £2=0 und t=n nach ia, für „=0 und v=—logg nach £ zu differen- 


tiiren hat. Wie im $.5 so bemerkt man auch hier schon vor der Diffe- 
rentiation dass Null als Resultat hervorgeht. 

$. 7. Die Formeln (2.) und (3.) bleiben noch anwendbar, wenn auch 
die Platten nicht Ellipsen oder Rechtecke sind, sobald man nur im Stande 
ist sie conform auf ein Rechteck abzubilden. Sind £ und x die reehtwink- 
ligen Coordinaten in einer Ebene, x und y in einer zweiten, und ist 

z+tiy = fit+iu), 

wo f eine derartige bekannte continuirliche Funetion bezeichnet, dass die 
Punkte t, a und x, y sich eindeutig entsprechen, auch x den reellen, öy 
den imaginären Theil von f(£+u) vorstellt, so werden in der Ebene x, y 
zwei Systeme orthogonaler Curven bestimmt. Die vier Individuen dieser 
Systeme, für welche =, i=n, wo = - —loggq wird. schliessen eine 
Platte in der Ebene x, y ein, deren Potential V im Punkte x, y genau 
durch die Formeln (3.) gegeben wird, wenn den Einströmungspunkten x, 
y, die Punkte £,, a, entsprechen. Tritt aber, wie bei den elliptischen Platten. 
der Fall ein, dass die Curven, welche zu einem festen Werthe von u ze- 
hören, schon für sich die ganze Begrenzung eines Thheiles der Platte bilden. 
und ist die ganze Platte der volle Raum, dem «a =—4}logg entspricht, 
während £ alle Werthe von O0 bis 27 durchläuft, so wird das Potential im 
Punkte x, y durch die Formeln (2.) ausgedrückt. Dies folgt sowohl aus 
einer der früheren ähnlichen Betrachtung, als auch aus der analytischen 
Methode, durch welche nun die bisher gewonnenen Resultate noch einmal 
abgeleitet werden sollen. 


Zweiter Abschnitt. 
$.8. Die Aufgabe über das elektrische Potential einer Platte lässt 
sich mit der andern zusammenstellen, die Platte eonform auf einen Kreis 
mit dem Radius 1 abzubilden. Soll bei der letzten das Bild eines Punktes 
A, auf den Mittelpunkt des Kreises fallen, so hat man nach Riemann *), 


B Granählaien für eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen 


complexen Grösse: 8. 21. Fonda Tome h 
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wenn ich nur die Punkte in Erinnerung bringe, welche bei der Ver- 
gleichung wesentlich sind, eine continuirliche Function Z, von = c-+yi 
zu suchen, die der Gleichung 4Z,=0 genügt und am Rande denselben 
reellen "Theil besitzt wie log(2—z,. Es giebt dann 


Y, = log(z—3)—Z 


die abbildende Function. 

Bei unserer Aufgabe, in der x, y wie im $. 7 die Coordinaten des 
willkürlichen Punktes P, ferner x, und y, des «ten Einströmungspunktes A, 
vorstellen, setze man 


V= ZEV, 


V, = log(z—3)—U, 

wo V, im übrigen denselben Bedingungen wie Y, genügt, an dem Rande 
aber nicht selbst, wie dieses, Null werden soll, sondern erst nach der Nor- 
malen differentiirt (ein Unterschied, der übrigens nicht wesentlich ins Ge- 
wicht fällt) irgend eine Funetion @, von solcher Beschaffenheit geben muss, 
dass IDE,@, Null wird. Dieser Umstand ist zu beachten. Während nämlich 
die erste Aufgabe sich allgemein lösen lässt, sobald man sie für einen 
Punkt z,, den man besonders bequem auswählen darf (z. B. den Mittelpunkt 
der abzubildenden Figur, wo ein solcher vorhanden ist), lösen kann, weil 
eine weitere Abbildung durch reeiproke Radii vectores den allgemeinsten 
Fall erledigt, so kann man bei der unsrigen, wo die partiellen Aufgaben, 
die V, zu bestimmen, nach dem oben Gesagten nicht unabhängig von ein- 
ander sind, sich eines ähnlichen Verfahrens nicht ohne weiteres bedienen. 
Es ist aber unsere Aufgabe sinnlos, wenn nicht wenigstens zwei Einströ- 
mungspunkte, also zwei partielle Aufgaben vorhanden sind. 

Die analytische Bestimmung der Y gelang bisher, wenn man nicht 
eine unendliche Anzahl von Spiegelbildern des Punktes A, zur Hülfe nahm, 
in den Fällen, in welchen logPA, eine einfache Entwickelung nach tri- 
eonometrischen Functionen der Coordinaten i gestattete. Dies war der Fall 
bei Ellipsen, wenn man statt A, den Mittelpunkt oder einen Brennpunkt 
nahm, und in dem gleichen Falle, wenn die Elektrieität also durch Mittel- 
punkt und Brennpunkte einströmt, lässt die Aufgabe des elektrischen Po- 
tentials sich ebenso leicht für die Ellipse wie für den Kreis lösen. Durch 
eine Transformation, welche im Handbuche der Kugelfunctionen 8. 320, 
$. 10 angeführt ist, kann man aber auch bei der Ellipse logP A, passend 
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entwickeln, wenn A, allgemein bleibt, indem man, in der Bezeichnung des 
$. 4 der gegenwärtigen Arbeit, für die Entfernung PA, den Ausdruck findet 


PA; = [cosi(u+w,)— cos (t+#,)]. [eosi (u — u) — cos (t—#,)]. 


Hierdurch löste ich bereits vor längerer Zeit die Aufgabe über das elek- 
trische Potential der Ellipse bei beliebigen Einströmungspunkten ebenso 
leicht, als ob dieselben in den vorerwähnten besonderen Punkten, dem 
Mittelpunkte oder den Brennpunkten lägen. Nach diesen Andeutungen 
wird es überflüssig sein, zumal da das Resultat schon in den Formeln (2.) 
vorliegt, diese Methode zu entwickeln: die von einer gewissen Stelle an 
erforderlichen Transformationen sind wesentlich dieselben, welche im $. 11 
vorkommen werden. 

Bei dem Rechteeke ist es dagegen noch nicht gelungen, ‚selbst für 
den einfachen Fall, dass A, im Mittelpunkte desselben liegt, eine brauch- 
bare Entwickelung von logPA, zu ermitteln: ich modifieirte deshalb die 
von Riemann im $. 21 angegebene Methode in meinen Vorlesungen *) für 
den praktischen Gebrauch so, dass man an die Stelle des Logarithmus der 
Entfernung in solehen Fällen eine andere geeignete Funetion setzt, die im 
Punkte A, in gleicher Art unendlich wird wie dieser. Eine solche ergah 
sich bei den Abbildungsaufgaben für das Rechteck a posteriori, da die 
Lösung des Problems durch Herm Schwarz bereits vorlag, wenn A, in dem 
Mittelpunkte liest; weiter unten ($. 10) findet man sie auch im allge- 
meinen Falle. 

Es stellt sich nunmehr die Aufgabe über das elektrische Potential 
einer Platte so, dass zunächst eine Funetion R, aufzusuchen ist, die ebenso 
Null wird wie PA,, wenn P in A, fällt, und die so beschaffen ist, dass 
logR, eine einfache Entwiekelung in eine trigonometrische Reihe in Bezug 
auf £ liefert. Darauf ermittelt man eine Function U, von der Beschaffen- 
heit, dass AU,=0 wird, dass U, den Stetigkeitsbedingungen genügt, dass 
ferner, wenn man 

V, = logR—U, 
setzt, V, nach der Normalen differentirt an der Grenze — Null wird: 
VY=ZE,V, giebt dann das gesuchte Potential. 





*) Herr Hentschel führte damals die Untersuchung für die Abbildung des Recht- 
ecks in einer Arbeit durch, welche später, weiter ausgeführt, als Inauguraldissertation 
erschien. Jena, 1871. vi Ale ah 
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Bekanntlich ist 
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für die Integration dieser Gleichung verweise ich auf die betreffende Arbeit 


dur ? 
des Herın ©. Neumann *), und ins Besondere auf den $. 3 derselben, aus 
welchem hervorgeht, wie die beiden oben im $. 7 unterschiedenen Fälle 
auch verschiedene Resultate wegen der sogenannten Nebenbedingungen 
liefern. Was endlich die Continuität betrifft, die hier vorausgesetzt wird, 
so ist sie dieselbe, welche ich früher als gleichmässige in einer kurzen 
Notiz *®) bezeichnete. Da diese Bemerkungen hervorgerufen hat, denen ich 
nicht völlig zustimmen kann, so benutze ich die Gelegenheit um den 
Gegenstand weiter aufzuklären und womöglich zu erledigen. 

$. 9. In mehreren Werken findet man die Definition der Continuität 
für eine Funetion mit einer Veränderlichen; es scheint mir nicht zufällig, 
dass eine continuirliche Funetion mehrerer Veränderlichen in den meisten 
Arbeiten, in welchen ich eine Erklärung aufsuchte, nicht definirt ist. 
Vielleicht ist Cauchy selbst, auf den man bei solchen Fragen immer zurück- 
zugehen hat, die Veranlassung, dass man eine besondere Erklärung des 
Begriffes für überflüssig hielt. Cauchy nennt im Cours d’analyse ete. Chap. II, 
$.2, S. 34 (Paris 1821) eine Function einer Veränderlichen f(x) eontinuirlich, 
wenn zwischen gegebenen Grenzen von z, um mich kurz auszudrücken, 
f(ce+e)— f(x) für unendlich kleine « unendlich klein wird, und fährt dann 
S. 37 fort: ... supposons que, dans le voisinage de valeurs partieulieres 
X, Y, Z,.... attribudes A ces variables, f(z, y, 2...) soit A-la-fois fonction 
continue de x, fonction continue de y, fonetion continue de z, ete., jedoch 
ohne ausdrücklich zu sagen, dass diese Function eontinuirlich heissen solle. 
S. 38 leitet er aus diesen Annahmen (dass f nach der Richtung x, der 
Richtung y, ete. continuirlich ist) den Satz her, dass 

ficte, y+P, 3+7)—-f(z, Yy, 2) 

für alle unendlich kleinen «, ?, y unendlich klein sei (dass f nach allen 
Richtungen continuirlich sei). Dieser Satz folgt aber in der That nicht 
aus den Annahmen, und der ausgesprochene Zweck meiner Bemerkung an 


*) Dieses Journal Bd. 59; Ueber die Integration der partiellen Differentialglei- 
chung ete. 
**) Dieses Journal Bd. 7!, S. 361; Ueber trigonometrische Reihen. 
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der erwähnten Stelle war auf diesen Irrthum aufmerksam zu machen. da 


er implieite und explieite sich in manchen Arbeiten von Werth findet. So 
darf man z. B. nicht, wie es wohl geschieht, schliessen, dass, sobald f(x, y) 


nach den zwei Richtungen x und y eontinwirlich ist. auch / f(z, y)dy eine 


eontinuirliche Funetion von x sei, wenn auch a und b endliehe Grössen 
vorstellen. Serret endlich bezeichnet in seinem 1868 erschienenen Cours 
de caleul differentiel et integral 'T. I, chap. IV, no. 73, p. 97 eine Funetion 
mit den von Cauchy angegebenen Kigenschaften der Contimuität nach so 
vielen Riehtungen, wie Variabele vorhanden sind, ausdrücklich als con- 
tinuirlich *). Um Klarheit in diese Verhältnisse und Benennungen zu bringen 
hob ich, im Gegensatz zu dieser Continuität einer Funetion von zwei Ver- 
änderlichen „in jedem einzelnen Punkte nach zwei Richtungen hin“ die- 
jenige hervor, „welche man gleichmässig nennen kann, weil sie sich gleich- 
mässig über alle Punkte und alle Richtungen erstreckt” und stellte die 
Sigenschaften vollständig zusammen, welche einer gleichmässig stetigen 
Function zukommen sollen. Diese sind doppelter Art. Es muss nämlich 1) 
die Differenz f(c+o,y+P)—f(x, y), geometrisch gesprochen, für jeden be- 
stimmten Weg auf dem man sich dem Punkte x, y nähert, kleiner als jede 
beliebig gegebene Grösse & werden (analytisch ausgedrückt: Für jede 
einzelne beliebig angenommene Beziehung zwischen «@ und P der Art, dass 
« mit ? zugleich unendlich klein wird, muss die obige Differenz für hin- 
reichend kleine « kleiner als e werden). Ist diese Bedingung erfüllt, so 
muss 2) die Abnahme der Differenz in gleichem Grade erfolgen, d.h. a) 
zunächst in Bezug auf jeden festgehaltenen Punkt x, y, so dass man um 
denselben einen Kreis mit einem Radius oe legen kann, in den nur Punkte 
fallen, für welche die Differenz <e ist, dann aber b) auch in gleichem 
Grade für alle Punkte, so dass für alle x, y ein gemeinsames o existirt. 

Wer das Bolzanosche Verfahren für legitim hält, kann, wie Herr 
Cantor mir vor längerer Zeit gelegentlich mündlich nachwies, alle diese 
Eigenschaften a) und b) sub 2) aus der einen, der einfachen Continuität in 
jedem einzelnen Punkte nach allen Richtungen wie sie ad 1 definirt wurde, 
ableiten. Man wird also, um eine dem Begriffe adäquate Definition zu 


*) „.. nous dirons que la fonction est continue entre ces limites lorsque, les va- 
leurs de m —1 quelconques des variables ayant &te fixces, u sera fonetion continue de 
la m‘“"* variable. 
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haben, entweder die von mir hier (oder früher) angegebenen Eigenschaften 
sämmtlich in die Erklärung aufnehmen oder eine Function f(x, y) gleich- 
mässig stetig nennen müssen, sobald sie die Bedingungen ad 1 erfüllt, d. h. 
sobald für beliebige unendlich kleine & und $ in jedem einzelnen Punkte 


unendlich klein wird; eine andere berechtigte Definition ist mir nicht bekannt. 

S. 10. Nach dieser Abschweifung komme ich zu der analytischen 
Lösung der beiden früheren Aufgaben und zwar in der allgemeineren Ge- 
stalt, die sie im $. 7 erhielten. Die Platte mit den rechtwinkligen Coor- 
dinaten z, y werde zuerst durch vier orthogonale Linien begrenzt und bilde 
das im $. 6 eingeführte, in der Ebene der t, a gelegene Rechteck OTNU 
ab. Die Seiten des Rechtecks haben also die Längen OT=n, OU=—logg; 
den Einströmungspunkten z,, y, entsprechen #, «, wie früher im $. 7. Man 
setze noch z=r-+iy, w=t+iu Nach Anweisung des $. 8 sucht man 
zunächst eine Grösse R, auf, die ebenso unendlich wird wie logPA, oder 
wie logmod(z—3,) oder, was dasselbe ist, wie logmod(o»—w,). Als solche 
kann man 

log mod (cosw — C08%,) 


nehmen. Damit aber R, schon für sich möglichst viele von den Grenzbe- 
dingungen erfülle, die V, zu erfüllen hat, füge man dem vorstehenden Aus- 
drucke noch einen zweiten hinzu, der im Viereck endlich bleibt, und setze 


logR, = logmod (eos — 608 w,) (08 (E— iu) — 608 @,). 
Massgebend bei der Auswahl war die Bemerkung $. 5, €); es verschwindet 
R, am Rande nach der Normalen differentürt, wenn das Gleiche in Bezug 
auf die Differentiation nach £ resp. « geschieht. Der Quotient der beiden 
“actoren 
COSW—COSWw,, cos(t— iu) — C0sw, 


verwandelt sieh aber für £=0 in 1: ebenso für /=n und auch für = (0. 


Es ist also U, so zu bestimmen, dass /U,=0, dass U, nach der Normalen 
differentiirt an drei Begrenzungen (t=0, t=n, u=0) verschwindet, dass 


aber an der vierten (w= —logg) 
OU, „ ologR, 
u Bu 


Es ist nun ganz allgemein für irgend welche reellen Buchstaben x, y, 5, n, 
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wenn sowohl y+n als y—n positive Werthe besitzen 


6, G N e N % u nı(z + iv Be > 
I log [eos (@-+iy) — «os (5 +in)] = 1+2 3 e" “+” eosn(ö+in). 
Yy I 


Beachtet man die vorstehende Bedingung über die Vorzeichen, und den Um- 


stand, dass «u, <u für u= —logg, so wird für «= —logg 
oOlogR, fr fr A ni(t+iu) — nilt—iu) y . 2 
—e— = 2+2 3[e""tY) re Jeosnt,cosniu,, 
cu 1 


d.h. es ist U, so zu bestimmen, dass 
U, 2, 
48 g"cosntcosnt cosniu. 
cu 1 

Sämmtlichen Bedingungen genügt 


, L q?" h j 
U = 83 — ! > eoO8nREcosnt cosn?ucosniu,, 
ı n(l—g“) 





ein Ausdruck, der, wenn man t—iu=v, L—-iu=ev, setzt. sich in 


K K, \ » 
—logmodH 2 (o+w,).H  (w—w,) .H-(®w+v).H „ (w-ev 


. a0 WW ._ W0—-w . wtvr, ._ w—o, 
+ logmod sin -sin -sin sin 
Hlog 2 2 2 2 

verwandelt. Der letzte "Theil, welcher nur trigonometrische Functionen 

enthält, ist 


— logmod (cos w — 608 w,) (608 w—cos®,) = log R. 
Setzt man noch nach der bekannten Formel (Fundam. $. 54, III) 


K K, ‚ K .E 
H—- (w+w)H—- (w-w) — sn’— #— sn’— w 
zı u; zT 7ı 


J 


19 


so entsteht sofort ($. 8) der Werth von F, wie ihn (3*.) angiebt. 

$. 11. Es bleibt schliesslich noch der zweite Fall des S. 7 zu er- 
ledigen, in welchem einem jeden « ausser «= (0 eine geschlossene Curve 
entspricht und £ von O0 bis 27, a von O0 bis —tlogr wächst, wenn r für 


yg eingeführt wird. Man kann dann 

R, = mod(cosw — cosw,) 
setzen, weil dann logR, im Punkte z, wie logmod(3—z,) unendlich wird. 
Am Rande ist ($. 10) 


ologR, 


x . . ° . \ 
ru 2 2e"*(cosnt.cosniu,.cosnt,—isinnt.sinziu,.sinnt,), 
1 
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so dass sich für U, folgender Ausdruck ergiebt: 
N 


; = 
ni+r” 


U—-45 


pn 
t n(1 —r”) 


aus dessen Transformation folgt 


C08n8.C08 nia.C08 nl,.cosniu,— - sin al.sin niu.sin nt,.sinniu,, 


i L L L L 
Y= logmodO w+e)9-(w-e)H_ (w+tw)H- (w—w,). 
wenn man aus r ebenso ZL, ZL', ! bildet wie aus q die Grössen K, K', k 
gebildet werden. Hieraus entsteht 
; „L „L } L L 
‚= ZE,logmod(sn’ w— sn w,)(1- Fan? © .sn° - e.), 
st st st 


gt 


eine Formel in der man noch ($. 5, b) den letzten Factor mit 


(sn? - w— sn? ( z o+ :L)) 
vertauschen darf. Sie stimmt übrigens mit der Formel (2*.) überein und 
lässt sich in dieselbe transformiren; denn es ist (Fundam. S. 101, No. 19) 
wenn v alle positiven ungeraden Zahlen vorstellt 


2kK 2Kx A 
——— SR = 42, „simvz, 


st st gr 
und dies (Fundam. S. 100, No. 13) 
PL Lx Lx 
= —— sn — +80C- 
st st st 


Durch Transformationen, wie sie im $. 6 angewandt wurden, gelangt man 
nun ohne Mühe zu der Formel (2*.). 

Wendet man das hier so eben angedeutete Verfahren an, so lässt 
sich dadurch die Formel (3*.) in eine dem Ausdruck (2*.) ähnliche Gestalt 
bringen, so dass auch in ihr statt der Quadrate der Sinus von Amplituden 
die Cosinus der Complemente auftreten. Es mag genügen auf solche Um- 
formungen hinzuweisen, die durch bekannte Methoden erfolgen, ohne ein 
wissenschaftliches Interesse beanspruchen zu können. 
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Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite aM. Borchardt 
sur la reduction des formes quadratiques ternaires. 


...Deux gcometres russes exträmement distingues M. Korkine et 
M. Zolotareff ont recemment publie dans les Annales Math@ematiques de 
M. Neumann des recherches approfondies ayant pour objet, entre autres 
choses, -le theor&me de Seeber, sur la limitation du produit des coefficients 
des carres des variables dans les formes quadratiques ternaires reduites. 
L’importance du sujet rend peut-etre utile de multiplier les points de vue 
sous lesquels on peut le traiter, et apres la methode de ces deux auteurs, 


je proposerai la suivante. 


Soit 
D = ada'+2bb'b"—ab’—ab”— ab", 


il s’agit d’etablir dans deux cas distinets que la condition aaa’ <2D est 
verifiee, le premier supposant les conditions: 


>09 #0 59, 
1.) 


4 


ee <; We de BE, 





et le second cet autre systeme: 
| —a vr #8 
1) la<a<a; "<a —-2b <a, —2b <a), 
| a+a+2(b+b'+b") >0. 
Considerant A cet effet a, a et a’ comme constants dans llexpression 
>D-.aa'd' zu aaa + Ab BE da Be Da'b"— 2a” b"" 


jobserve qwil suffira de prouver quelle est positive quand on attribue & 
b" par exemple sa plus petite et sa plus grande valeur. Effeetivement 


‘ 
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dans les deux cas que nous avons A traiter, b” parcourt des valeurs toujours 
de meme signe, positives dans le premier, negatives dans le second, A partir 
de 5’=0. Or Vexpression est un trinöme du second degre en 5b" dont le 
terme du second degre est afteete d’un coeffieient negatif, et si le terme 
constant qui est donne pour 5’=0 est positif, ses racines seront r&elles 
et de signes eontraires. On voit par la qwäa Vegard d’une serie de valeurs 
de m&me signe, il suffit bien de verifier que l'expression est positive aux 
limites pour &tre assure qwelle lest aussi pour les valeurs intermediaires. 


N ‚ . . . d . . 
Cela pose faisons en premier lieu b’=0 et b’=, dans lVlexpression de 


2D-—-aada" Je remarque que les quantites auxquelles on sera eonduit, 
et qwil faut demontrer &tre positives, seront A Vegard de 5b’ des trinömes 
du second degre dont le terme du second degre sera encore negatif, et que 
cette variable sera de m&eme assujettie A parcourir une serie de valeurs de 
meme signe, de sorte que le raisonnement preeedent leur sera applicable. 
Sans le repeter davantage, on voit elairement que notre objet est main- 
tenant de donner les limites de ces intervalles que parcourent b, b’, b", 
sous les eonditions (L.) et (IL), et de ealeuler les valeurs correspondantes 
de 2D—-aaa”. Or elles sont pour le premier cas: 


| | b=(, aaa, 
! & 
b=V0 Ti a' Kae 
| en, aaa ——y, 
7 / 5 
D’=0 a. RE 
b=V, aa —- ——, 
B a | - 
fr“ 2 li a rn aa” a’a' 
» = 9 dad — 9 un >3 
aa" 
| \ b=V0. aaa —- u 
| 1) 
=D: i e 
a’ TE u aa“ 
b=—-, ae —- — — ——, 
p" A j \ - D. Au) 
2 \ [ A 
| j =VU), sa —- —- 5; 
b=-—- j F 
2 li @ ar! ir. |; 
) ee 2 . aa Ad es 2 ar 2 = 


Dans lautre eas on aura ce second tableau: 





1l’sS 
tir 


Ne 
les 
Is 
UX 


OS. 
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fi ! Zi 
(d U), aaa, 
l 1] j 
b sm‘ 0) a' ’ “ aa’ 
b=—-—., ada — -, 
- De 
2 
\d 4 aaa — — 
a 2 
b = \ i 
2 a’ DE ie a’ a 
| b=-— 5 a — —— — ——, 
7 5 
Be 
/ —# za 
\b aaa = 
pr - 
\’ 2. 0 \ ' ee 2 
| I} u a aa 
b= 9: sm — — 
p" {42 A ia - 
2 u a’ a aa’ 
| b=V, aaa — —— — — 
da 2 2 
h _ 
2 a’ — Ad rn aa’ a a’ 
| b=—- ——;—, aaa -——- —-— 


et A premiere vue on reconnait que ces quantites sont positives sous les 
eonditions 


- ' „ 


a<a <a. 
Mais cette d@emonstration toute @lementaire est loin de lV’elegance et de la 
profondeur de celle que Gauss tire dans le premier cas par exemple, de 
cette identite: 


| aada'+ab(a— 2b) +ab' (a —2b')+a"b" (a— 2b") 
2D = /+b(a—2b') (a — 2b") +b'(a’— 2b") (a — 2b) +b"(a'—2b)(a— 2b’) 


a T— 


+ (a—20')(@«— 2b") (a"— 2b). 


lin relechissant A cette etonnante transformation j’ai fait la remarque qu’elle 
peut &tre generalisee de cette maniere: 
' (2aaa"—1)aaa” 
+0o.ab (a — 2a'a"b) + ab (a’—2aa'b')+ "ab" (a—2u«'b") 
20.c'e"D = (+ob(a— 2u'b') (a — 2a” b") + ab’ — 2b") (a — 2b 
+0"b"(a’—2ab)(a—2«'b’) 


F 7 PEN » ! IaWw; 2 [4 
+(a-20b) (a —20b") (a —2eb). 


On verifie aisement en effet que le second membre s’@vanouit si lV’on fait 
- 





20) Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite « M. Borchardt. 


—(, par un ehangement de lettres on conclut quil s’annulle aussi pour 
«=( et @"=0; la formule est done demontree en general puisqu’elle 
coineide avec celle de Gauss en supposant e=1, «=1, «" =1. 

Enfin je remarque qu'en permutant z et y par exemple dans la 
forme proposee, ee qui revient A Echanger a et « d’une part b, et b’ de 
Vautre, Yinvariant conserve la m&me valeur. Il en resulte que cette seconde 
relation donnee par Gauss: 

: aaa” +ab(a"— 2b) + ab’ (a— 25") + ab" («— 2b”) 
D= {+b(a— 2b") (a”’— 2b’) + b' (@— 2b) (a— 2b") + b"(a'— 2b") (@’— 2b) 
\+(a— 2b”) (a’— 2b) (a'’— 2b) 


est simplement une consequence de la premiere et qu’elle se generalise de 


«_ 


la m@me maniere. 


St. Sauveur, Hautes Pyrendes, 25 juin 1874. 
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Versuch einer Classification der willkürlichen Funectio- 
nen reeller Argumente nach ihren Aenderungen in 
den kleinsten Intervallen. 


(Von Herrn Paul du Bois-Reymond in Tübingen.) 


In der T'heorie der Reihen und Integrale, die zur Darstellung will- 


kürlicher Funetionen dienen, wird es so oft nöthig — besonders bei fei- 
neren Untersuchungen — die Funetionen nach ihren Veränderungen in den 


kleinsten Intervallen zu unterscheiden, dass es nützlich erscheint, einmal 
eine auf diese Veränderungen gegründete Classification, unabhängig von 
jener "Theorie, genauer durchzuführen. 

Die in Rede stehenden Unterscheidungen haben in ihren wesentlichen 
Zügen übrigens bereits Eingang gefunden, und es kommt hauptsächlich auf 
vernunftgemässe Anordnung und scharfe Kennzeichnung der allgemeinen Cha- 
raktere willkürlicher Funetionen an. Ich hoffe dadurch der Darstellung und 
Ausdrucksweise bei ferneren Veröffentlichungen über einschlägige Dinge (ich 
denke zunächst an meine eigenen) zu grösserer Klarheit und Flüssigkeit zu 
verhelfen. 


Es giebt zuvörderst eine Anzahl von Bedingungen, die für ein ganzes 
wenn auch beliebig kleines Intervall einer Function gelten, und von denen jede 
folgende die Funetionen immer mehr einschränkt, so dass jede vorhergehende 
Klasse von Funetionen alle folgenden enthält, wobei die Funetionen durchweg 
endlich angenommen werden. Alsdann sind aber auch Unterscheidungen in 
dem Verhalten einer Function in der Nähe irgend eines ihrer besonderen 
Werthe aufzustellen. 


Eintheilung der Functionen nach der Art wie sie in einem ganzen, 
wenn auch beliebig kleinen Intervall verlaufen. 
I. Die voraussetzungslose Function. 
Die mathematische Funetion, falls keine besondere Bestimmung für 
sie vorliegt, ist eine den Logarithmentafeln ähnliche ideale Tabelle, ver- 
möge deren jedem vorausgesetzten Zahlenwerthe der unabhängigen Ver- 
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änderlichen ein Werth oder mehrere, oder ein zwischen Grenzen, die in der Ta- 
belle gegeben sind, unbestimmter Werth der Funetion zugehört. Keine Hori- 
zontalreihe der Tabelle hat irgend einen Einfluss auf die anderen, d. i. jeder 
Werth in der Columne der Functionalwerthe besteht für sich und kann für 
sich geändert werden, ohne dass die Columne aufhört eine mathematische 
Funetion darzustellen. 

Mehr enthält der Begriff der mathematischen Funetion nieht und auch 
nicht weniger, er ist damit vollig erschöpft. 

Als Beispiel einer voraussetzungslosen Funetion, die zu keiner der 
folgenden Klassen gehört, diene die von Dirichlet angegebene *). welche 
Null ist für jeden rationalen, Eins für jeden irrationalen Werth des Ar- 
guments. 

Nennt man Stetigkeitspunkt von fix) jeden Argumentwerth, für den 
f(z)—f(z+e) mit e verschwindet, so braucht die voraussetzungslose Funetion 
keinen Stetigkeitspunkt zu haben. 


Il. Die integrirbare Funetion. 

Die erste und geringste Beschränkung. welcher die Function unter- 
worfen werden kann, ist die, dass sie in einem beliebig kleinen Intervall 
a@...b integrirbar sei. D. h. bilden wir die Summe 

= (1 -afa)+ m —-z)fa)+-+(b—-z,_,)f(X,_). 


wo aa, <-+2,_,<b sei, und 2,—x,_, = 0, gesetzt werde, so muss die 





Funetion f(x) so beschaffen sein, dass diese Summe sich einer einzigen be- 
stimmten Grenze nähert, wenn die Grössen dd, mit beliebiger relativer Ge- 
schwindigkeit so Null werden, dass ihre Summe b—a unverändert bleibt. 

Es bezeichne o, die grösste Werthdifferenz der Funetion f(x) im 
Intervall @,_1...7,, So soll gezeigt werden, dass die eben angeführte 
Bedingung der Integrirbarkeit äquivalent ist mit der, dass unter denselben 
Voraussetzungen für die d, die Summe 

S = 0,1+0,0,++0,0, 

der Null sich nähert **). 


*) Dieses Journal, Bd. IV, pag. 169. 

#*) A. a. 0. hatte Dirichlet eine andere engere Bedingung für die Integrirbarkeit 
angereben, und ist meines Wissens auf diesen Punkt nicht wieder zurückgekommen. 
Diese Bedingung, doch ohne den keineswegs überflüssigen Beweis, dass sie nur einen 
Grenzwerth der Summe S gestattet, ist von Riemann aufgestellt worden (Ueber die 
Darstellbarkeit einer Function ete. pag. 12.). 
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Zunächst wird. wenn © an der Grenze nieht verschwindet. S ver- 


schiedene Grenzwerthe haben können. Denn die Summe 5 kann mur in 
solehen Fällen nieht Null werden, wo die Funetion in einem endlichen 
Intervall unendlich viele Sprünge hat. Ist dies aber der Fall, so kann man 
offenbar die Bestimmung treffen, dass die Werthe z,, 25, ... bei ihrer gewen- 
seitiren Annäherung immer entweder den grössten oder den kleinsten 
Werthen von f(x) an den Sprungstellen entsprechen, und man wird dem- 
vemäss verschiedene Ergebnisse an der Grenze vorfinden. Umgekehrt muss 
aber aueh bewiesen werden. dass. wenn die Summe S verschwindet. die 


\ Y r 1 . 1 : et ia ze a N} 2 \ n .. . j . 
(renze von S von der Art des Nullwerdens der d unabhäneie ist. 


Is selen 
IN) — a) — u II) — 2) — I, u 
. 5 | ..] ı I * 2 ]® ® u i a 1 . 
zwei verschiedene Annahmen über die d. die n Bezue auf das Grenz- 
| 


ergebniss von S verglichen werden sollen, und 


D=X,-X 


rg BER : ie ED . i b—a 
sei eine Hülfsannahme, bei der wir die D, einander gleich und 
n 
annehmen wollen. Die er, 0”, D, wollen wir uns gleichzeitig even 


Null abnehmend denken, aber die D, am langsamsten und zwar mit der 


genaueren Festsetzung, dass die grösste unter den 0, 0 stets kleiner 


. D, b — (ü . D 5 . . | .. 
als — = sel, wo wir m beliebig gross uns denken können. 
IR nm a FE 
Um jetzt, 


ZI FE )= 0,  ZNIE)-S” 


gesetzt, die Differenz S’—S an der Grenze zu bestimmen, fassen wir 


jede der Summen, aus denen sie besteht, in gewisse Gruppen zusammen, 


wie wir dies bei S“’ näher ausführen wollen. Irgend eine dieser Gruppen 


sei SS, so dass: 


7 
>; u = 2% ID f aD) \— SU, 
a Bag 2 2 
und es sei 
- (1) e ER (1) 
f =; 0“ T, x 1 a 
gi 
wo allgemein unter .r. das erste x verstanden werden soll, welches A, 
1 k 1 
ist. Man hat alsdann: 


2 ee, 
Y w:o ayr\ _— 2D, 2(b— a) 
dk ] Pi 1 LT, L; | eG nd r 

4 4 m nm 


und zieht man aus S(", verringert um seinen letzten Summanden, einen 
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mittleren Werth von f(x{V,) heraus, so kann man schreiben: 


. ein fi <(l)\ ) Tarl z2U) Per, a2) Na ng di z\» 


7 rg—1) 
oder 


(1) ct) \ K, 
% = Dia )t nm ' 

wo K, eine bei der Abnahme der d und D endlich bleibende Grösse, f($() 
ein Werth, welcher zwischen dem grössten und kleinsten Werth von f(x) 
im Intervall X,_,...X, liegt, ohne einem der Werthe von f(x) selbst gleich 
sein zu brauchen. Ebenso findet man in Bezug auf die entsprechende 
Gruppe der Summe S®: 


. K\ 
ss) — D. el ’\ ” 4 
NAG j nm 
und 
az K 
ki) __ EN \ ki). __ c(2)\1 q 
Ss, S; ER: D, f(S; ‚ f(5 „+ nm ’ 


wo die in D, multiplieirte Differenz nicht grösser als die grösste Werth- 
difterenz im Intervall X,_,...X, ist. Weiter ist: 
| 1 
)_S®9 — 5 e(h)\ _ FEN) de RK 
Ss SI = 2D f)-f(5)) in ZR.. 
Man hat: EZK,=nz,, wo z, eine endlich bleibende Grösse. Diese Um- 
formung genügt zum Beweise. Denn das erste Glied rechts in: 


SD _SQO — ED if(st m) — (59 + 


gl > 


nähert sich bei abnehmenden D, nach der PRRSEHRERE der Null, weil 
die in D, multiplieirte Differenz immer kleiner als der grösste Sprung im 
Intervall D, ist; und da wir ferner m beliebig gross uns denken können, 


i ; %, R 
so ist das zweite Glied „am der Grenze nothwendiger Weise Null. @. E.D. 


Die Integrirbarkeit oder Nichtintegrirbarkeit ist eine bei Producten 
von Funetionen in gewissem Sinne permanente Eigenschaft, wie dies aus 
tolgendem Satz erhellt: 

l. Das Product beliebig vieler integrirbarer Functionen ist wieder 
eine integrirbare Function. 2. Wenn sich aber in einem Producte von Functionen 
eine, jedoch nur eine nicht integrirbare Function findet, so ist auch das Pro- 
duct im Allgemeinen eine nicht integrirbare Function. 5. Das Product zweier 


nicht integrirbarer Functionen kann integrirbar sein. 








il 
n 


1, 
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Beweis. Bedeuten /y, und Jw, die grössten absoluten Werth- 
unterschiede der Functionen p(xz) und w(x=) im Intervall d,, dem p*e® von 
b-a=d,+d,+.-+J,, so sei zuerst auch 9,w,—Y,w, der grösste Werth- 
unterschied von p(z)w(x) im Intervall Öd,. Man hat: 


IN) rt 9) 
n ” \ ' m . s 
= P2,+4, (u Yv)+ FE, 40,9) 
Das + Zeichen ist so zu bestimmen, dass die Differenzen positiv werden. 
und P und 7 sind mittlere Werthe aus den Grössen +9,, +W,, hier auch 
das positive oder negative Zeichen genommen, jenachdem v,—w,, 9,—Y, 
positiv oder negativ sind. Im Falle nun (x) und w(z) integrirbar sind, 
müssen die in? und 7 multiplieirten Summen, die nicht grösser als 


\ ® .. . 1 . 
Z0,A4w,, Z0,4gY, sein können, mit verschwinden. 
p pP? ] 1 n 


Es sei w(z) ferner nicht integrirbar, d. i. lim F0,4w, nicht gleich 
Null, so wollen wir ,, 9, %,, w, uns dadurch bestimmt denken, dass 
y,—y, die grösste absolute Werthdifferenz im Intervall d 


Ay, sei, so dass man hat: 


„,„ also gleich 


30, (Y, — p, W,) = P20, Iw,-+ FE + Ö, (p,— p,), 


wo ® (da die Zw, positiv sind) einen mittleren Werth aus den Grössen 
p, vorstellt. Wenn Y(x) integrirbar ist, verschwindet die zweite Summe 
rechts, und falls g(x) sein Zeichen im Intervall 5—a nicht wechselt. ver- 
schwindet das erste Glied rechts nieht. Wenn p(z) nieht in jedem beliebig 
kleinen Intervall Null wird oder sein Zeichen wechselt, so wird man das 
ganze Intervall 5—a immer in Theile zerlegen können, in denen $ nicht 
Null werden kann, und dies genügt, um die Nichtintegrirbarkeit von p(z)w‘x) 
zu beweisen *). 

Endlich die Schlussbemerkung des Satzes anlangend, so ist u. A. 
das Product zweier Funetionen, deren erstere Null ist für rationale Werthe 


Man kann noch etwas weiter gehen. Wenn die Function g in jedem noch 
so kleinen Intervall einmal Null wird oder ihr Zeichen wechselt, so wäre die Nicht- 
integrirbarkeit von p(z)w(z) nur dann nach dem Verfahren des Textes nieht zu be- 
weisen, wenn zufällig auf diejenigen Argumentwerthe, die in jedem Intervalle ö, den 
grössten Werth , liefern, jedesmal ein der Null sich nähernder Werth %, fiele. 
oder doch wenigstens soviel solcher Werthe fielen, dass £gy,d,4w, selbst verschwände. 


Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 1. 4 
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des Arguments, Eins für irrationale, während die zweite die umgekehrten Werthe 
erhält, durchweg Null, also integrirbar. 

Als Beispiel einer integrirbaren Function, die keiner der folgenden 
Ulassen angehört, führe ich das von Riemann zu diesem Zweck construirte *) 
in etwas veränderter Form an. 

Die Reihe 
sin?z  sindz 

Be 
hat im Intervali - a <2e<<-+n den Werth 4x. Mithin ist die Reihe 


sine — 


ww sindzz _ sin6nz ) 
Y(z) = — sin 2nc— Hr u) 


J 





im Intervall 0=_ 2=<Z4 gleich x, im Intervall 4<r<<3 gleich e—1, im 


Intervall 2<x2<3 gleich r—2, us. f. Die hierdurch ungewiss ge- 
f 


lassenen Werthe p(}), (2), ... betreffend, setzen wir fest, dass sie zwischen 


den Grenzen: 
f dan Pd) +4 und +0) =—4 
völlig unbestimmt seien. 

Die Funetion g(x) kann alsdann so definirt werden: Nennt man N 
die z am nächsten stehende ganze Zahl, so ist sonst überall y(@)=r—N, 
nur wenn z zwischen zwei ganzen Zahlen in der Mitte liegt, repräsentirt 
pix) alle Werthe von der einen zur anderen. 

Bilden wir g(nx), so verändert sich g(»x) stetig mit x ausser wenn 
x die Form — hat. In diesem Fall ist Y[»(z+0)]—-yIn(c—0)]=1. 


Setzen wir weiter: 
g(2) (22) , Por) 





e2 = u > r ..‚ 
fi J 1 P. 2? 23 
ba p(px n 2m +1 | ; 
so wird das Glied n ’ der Reihe, falls = = er und » prim zu 2m+-1 
fi . f . Pi 1 
tür p=n, 3n, dn, ... unbestimmt zwischen den Grenzen + Er Also 
en 2m -+1 
hat man für = — 
en 
2 1 1 
f(2a+0)-fe-V)= NEE RE 
’ In h 1 
Der I? 


Mithin ist die Anzahl der Sprünge von f(x), die grösser als eine gegebene be- 
liebig kleine Grösse & sind, eine endliche, da sie durch » bestimmt ist, und kann 


*) a.a.0. pag. 21. 
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zur Grenze der Summe d,0,+030,-++-- nichts beitragen. Der Rest liefert 
einen Beitrag von der Ordnung & Da also durch in unserem Belieben 
stehende Annahmen über & der Limes von d,0,+0,0,-++-- beliebig klein ze- 
macht werden kann, so ist er Null. 

Dieses merkwürdige Beispiel zeigt, wie eine Funetion, die in jedem 
noch so kleinen Intervall einmal zwischen gewissen Grenzen völlig un- 
bestimmt wird, dennoch bei dem Grenzübergang des Integrationsprocesses 
zu einem ganz bestimmten Resultate führen kann. 

Nennen wir wieder Stetigkeitspunkt einen solehen, für den 

lim, (f2)-f(etE) = 0 
ist, so besitzt deren jede integrirbare Funetion in jedem kleinsten Intervall. 
Denn es sei d’ ein Intervall, in dem sie keinen Stetigkeitspunkt hätte, und 0° sei 
der kleinste Werth von lim, _.(f(@)— f(x + )) in diesem Intervall, so würde der 
Grenzwerth von 0,0, + 0,0%, ++--+0,o, nieht kleiner als d’ 0’ werden können. 
IH. Die stetige Function. 

Man pflegt eine Function stetig zu nennen, wenn die Differenz 
f(zt:)— f(x) für jeden Werth von x mit e der Null sich nähert. 

Wenn die Bedingung der Stetigkeit für einen Punkt erfüllt ist, so 
folgt daraus noch keineswegs, dass sie für alle Punkte eines noch so kleinen 
den Punkt einschliessenden Intervalles erfüllt sei. Gerade das Beispiel des 
vorigen Artikels lehrt, dass auf jedes beliebig kleine Intervall einer Funetion 
unzählige Punkte vorkommen können, in denen sie springt, und unzählige, 
in denen sie das Criterium der Stetigkeit erfüllt. Soll also eine Funetion 
in einem Intervall für durchweg stetig gelten, so muss das CUriterium auf 
alle seine Punkte angewendet werden können. 


Mit der Existenz eines Differentialquotienten hat die Bedingung der‘ 


Stetigkeit nicht allein für einen einzelnen Punkt niehts zu schaffen, sondern 
es ist eines der ergreifendsten Ergebnisse der neueren Mathematik, dass 
eine Function in allen Punkten eines Intervalls stetig sein kann, ohne für 


irgend einen Punkt dieses Intervalls einen bestimmten Difterentialquotienten 


zu ergeben. 
Die Entdeckung dieser der unmittelbaren Vorstellung und dem prü- 
fenden Verstande gleich befremdlichen Thatsache ist Herrn Weierstrass 
zuzuschreiben, der seit geraumer Zeit diese Gebiete durchforscht. 
Nachdem Amperes Beweis für das allgemeine Vorhandensein eines 
Differentialquotienten lange Zeit die öffentliche Meinung der Mathematiker 
4 * 
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beherrscht hatte *), ist seit einigen Jahren wohl hauptsächlich in Deutsch- 
lands mathematischen Kreisen von der Möglichkeit von Functionen ohne 
Differentialquotienten die Rede, besonders seitdem ARiemannsche Schüler 


verkündeten, ihr Lehrer habe von der Reihe mit dem Gliede m die 
Nichtdifferentiirbarkeit behauptet. Diese Reihe solle für gewisse, in jedem 
noch so kleinen Intervalle unbegrenzt oft wiederkehrende Werthe von & 
keinen endlichen bestimmten Differentialquotienten zulassen. Einen Beweis 
hierfür hat unseres Wissens keiner der Riemannschen Schüler zu Papiere 
gebracht, indessen ist nach einer Mittheilung des Herrn Weierstrass die 
Riemannsche Behauptung richtig. Dergleichen stetige Funetionen, die für 
gewisse, in jedem stetigen Intervall unbegrenzt oft wiederkehrende Zahlen- 
arten einen unbestimmten Differentialquotienten haben, sind seitdem öfter 
zusammengesetzt worden. Von gewissen einfachen zahlentheoretischen Con- 
struetionen abgesehen, ist an Hermann Hankels „Condensation der Singula- 
ritäten“ “®”) zu erinnern, die einer etwas genaueren Durchführung nicht un- 
werth erscheint, und an die vor Kurzem veröffentlichte lehrreiche Mittheilung 


des Herrn Schwarz an die Schweizer naturforschende Versammlung, in der 


*) Ampere stützt sich auf die Annahme, „dass es stets möglich sei, wenn f(x) 
eine stetige Function ist, das Intervall, in dem x sich bewegt, so in Theile zu zer- 
legen, dass innerhalb eines jeden f(x) weder ein Maximum noch ein Minimum habe — 
eine Annahme, von der Freycinet (Gambettas berühmter „Ingenieur“) in einer etude 
sur Ja metaphysique du haut caleul (1860) behauptet, sie-sei eine unmittelbare Folge 
aus dem Begriff der Continuität.“ Diese Annahme ist, „wie das Beispiel des Textes 
lehrt, geradezu als falsch zu bezeichnen.“ (Aus einer briefl. Mitth. des Hrn. Weierstrass.) 

Gleichwohl kann ich die Ansicht nicht theilen, nach welcher der sogenannte 
Amperesche Beweis (Ecole polyt., cah. 13, pag. 148) verunglückt oder durch die im 
Texte angeführten Entdeckungen werthlos gemacht sei. Ampere stellt sich die ganz 
richtige Frage, auf welchen analytischen Gründen es beruhe, dass gerade das Ver- 


(2-48) — Bear 
hältniss t®@ . [(=) einen bestimmten endlichen Limes — natürlich bei den ıhm be- 


feHI—F) Ser FEFI-ID. Diese 
ve f, 
fe +9-f@) 
€ 


Frage beantwortet er durch den noch immer werthvollen Satz, dass lim 
weder für alle Punkte eines Intervalls Null noch für alle Punkte unendlich sein kann. 


kannten Funetionen — hat, und nicht etwa oder 


Woraus dann allerdings folgt, dass wenn für einen Werth von u ker E- @) 
durchweg einen endlichen bestimmten Limes hat, dies nur für u=1 sein kann. Der Limes 
kann nun noch für alle Punkte des Intervalls unbestimmt sein. Dies ist aber ein ander 
Ding und trifft nur die Schlüsse, die Ampere aus seinen Sätzen zieht, nicht diese selbst. 


**) Untersuchungen über die unendlich oft oseillirenden und unstetigen Functionen 
(Tübingen 1870). 
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er ein durchsichtiges, für Unterrichtszwecke geeignetes Prineip zur Her- 
stellung solcher Functionen darlegt *). 

Aber so anregend und interessant diese Beispiele sein mögen: im 
Prineip scheinen sie mir nicht merkwürdiger, als die in jedem Intervall 
unzählbar oft unstetigen Functionen, wie sie in den Beispielen zu den 
Art. 1 und 2 vorgeführt wurden. In der 'That, dass Singularitäten, wie die 
von zsin. für = 0, z. B. auf jeden rationalen Werth des Arguments einer 
Funetion fallen können, ist denkbar und unschwer einzurichten. 

Ganz etwas Anderes scheinen mir aber die Funetionen zu bedeuten. 
die Herr Weierstrass seinen Bekannten mittheilt, die in keinem Punkte einen 
Differentialquotienten besitzen, was noch von keiner der vorher angeführten 
Funetionen nachgewiesen worden ist, und welche bei ihrer erossen Ein- 
fachheit und scheinbaren Unverfänglichkeit ahnen lassen, eine wie verbreitete 
Eigenschaft die Niechtdifferentiirbarkeit der Functionen sein mag. Hier sind 
nicht besondere Zahlenarten, die doch schliesslich immer isolirt auftreten, 
mit gewissen Singularitäten behaftet, sondern diese sind durch das ganze 
Grössengebiet des Arguments gleichförmig und gleichsam stetig vertheilt **). 

Um meine Zweifel zu zerstreuen, hatte Herr Weierstrass die Güte, 
mir ein Beispiel einer solehen Funetion mitzutheilen, und ich glaube mir 
die Fachgenossen zu Dank zu verpflichten, wenn ich es hier, wo es als 
Beispiel einer dufchweg stetigen Funetion, die nicht zur folgenden Ulasse 
gehört, an seinem Platze ist, wörtlich nach der Aufzeichnung des Verfassers 
abdrucken lasse: 

„Es sei x eine reelle Veränderliche, a eine ungerade ganze Zalhıl, 
b eine positive Constante, kleiner als Eins, und 

fie) = &,(b" cos(a'x)n); 
so ist f(x) eine stetige Function, von der sich zeigen lässt, dass sie, sobald 
der Werth des Produets ab eine gewisse Grenze übersteigt, an keiner Stelle 
einen bestimmten Differentialquotienten hat. 


*) Archives des Sciences de la bibliotheque universelle (Genf 1873). 

**) Noch manches Räthsel scheint mir die Metaphysik der Weierstrassschen 
Funetionen zu bergen, und ich kann mich des Gedankens nicht erwehren, dass hier 
tieferes Eindringen schliesslich vor eine Grenze unseres Intellects führen wird, ähnlich 
der in der Mechanik durch die Begriffe Kraft und Materie gezogenen. Diese Funcetionen 
scheinen mir, um es kurz zu sagen, räumliche Trennungen zu setzen nicht wie die 


Rationalzahlen im Unbegrenztkleinen, sondern im Unendlichkleinen. Doch ist hier nicht 
der Ort, auf so controverse Fragen näher einzugehen. 
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Beweis. Es sei z, irgend ein bestimmter Werth von z, und m 
eine beliebig angenommene ganze positive Zahl; so giebt es eine bestimmte 
ganze Zahl «,, für welche die Differenz 





a" — ds 
die mit z,.. bezeichnet werde, > —}, aber —H ist. Setzt man dann 
@ —1 & 1 
a’ Pr ur - za" u um 
q 4 Aa % 
so hat man 
1-+r 1—r 
! u m-+1 2 ER mn+ 1 a 

lat. Ku qm I „Ihre Tu ur; am wi 

es ist also 
\ 
x 2 & Fk ze", 


Man kann aber m so gross annehmen, dass x’, x” 


nahe kommen, wie man will. 
Nun ist 


beide der Grösse x, so 


fa)-f&) _ $ (1 n, ned alien nn ung 
ı—ı, si Tu 4 u — 7, | 
"(das ELITE egiren, URSHTTTER Fe Pen NaDN, 
9° a” (2 — ©,) v Bde, 


Der erste Theil dieses Ausdrucks ist, da 


sin(e® ®) 
(„ec+z, ) 2 


cos (a" 2) — cos(a"”x,)r 


= —nsin\ a — N) —— 
a” (x — x,) N \ 2 «—z, 
a” —7 
2 
und der Werth von 
sin (a ni )a 
p) J 
an u —x, 
2 d 
M i j „a+z, “ 
stets zwischen —1l und +1, der von sin(a EI niemals ausserhalb 


dieses Intervalles liegt, dem absoluten Betrage nach kleiner als 


m i 


TU Ze ab", 
0 


. . st 
also nicht kleiner als = j (ab)". 


Ferner hat man, weil a eine ungerade Zahl ist: 


I 


cos(a" "rn = eosa” (a, —l)n = — (—1), 


mt+n 


cos (a 


C,) 2 = 608 (aa, ta"X,;ı) m (—1)""cos (a",.+1) 7, 
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also 

$ (d" In, 08a" tr z2!)n — cos(a"'"z,)n 
Th eo + x, 

Alle Glieder der Summe 


‚m 2% 1-+0e08(a"2.41)7 
) — (—1)'" (ab)" 3, + ( 1) bh". 
v) 


1+ Ln+1 


55 1+ cos (a” X, N ı)7 
i+ 


0 


b n 


Ln +1 
sind positiv, und das erste, da cosz,,,,77 nicht negativ, 1+ x, ,, aber zwischen 
4 und 3 liegt, nicht kleiner als 3- 

Hiernach hat man 


fe) —f(®,) _yye Ä n 
— 1) "(ab “n(% &- ) 
2 — x, \ ar‘ ) I 35T ab—1/? 
wo n eine positive Grösse, die >]1, bezeichnet, während & zwischen —1 
und +1 enthalten ist. 


Ebenso ergiebt sich 
2") — f(x eh ! 
IE) - (1 mtabrn (it ge) 


2 —ı, ‚ ab—1 /' 
wo n7,, & dieselben Bedeutungen haben wie n, & 
Nimmt man nun a, b so an, dass ab>1+3n, also 


lb 
ab —1 


N 


—_ 
_ 


so haben 


I) fa)  faN-f@) 


Are 7 " 
T ZT, TI — I, 


stets entgegengesetzte Zeichen, werden aber beide, wenn m ohne Ende 
wächst, unendlich gross. 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass f(z) an der Stelle (x = r,) 
weder einen bestimmten endlichen, noch auch einen bestimmten unendlich 
grossen Differentialquotienten besitzt.“ (In letzterem Falle müssten nämlich 

fe) —f(z,) fe") — f(®,) 


2 — x ? ee" — 


für unendlich kleine Werthe von z’—xr,. x"—x, stets dasselbe Zeichen 


haben) *). 


*) Man übersieht leicht, dass sich das Beispiel erheblich verallgemeinern lässt. 
Ich höre von Herrn Weierstrass, dass die Eigenschaft, ohne Differentialquotienten zu 
sein, allen Reihen derselben Form zukommt, bei denen die Reihe mit dem Gliede 
a” b" divergirt. 
Vielleicht interessirt noch die Bemerkung, dass dagegen Integrale der Form 


” sinux 
— de, 
v 
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IV. Die differentiirbare und die gewöhnliche Function. 


Differentürbar soll eine Function in einem Intervalle genannt werden, 
wo sie für jeden Werth des Arguments einen endlichen bestimmten Diffe- 
rentialquotienten besitzt, und gewöhnlich will ich sie nennen, wenn sie 
ausserdem in Bezug auf keine als Abseissenaxe gedachte Richtung unend- 
lich viele Maxima hat. 

Es entsteht die Frage, ob und wie weit die letztere Beschaffenheit 
durch die Differentürbarkeit bedingt ist. Für einzelne Punkte des Inter- 


. . . . 1 .. . . . 
valls gewiss nicht, da ja z. B. x’ sin „ für 2=0 einen bestimmten Diffe- 


rentialquotienten hat. Wenn sich aber umgekehrt zeigen liesse, dass Stellen 
mit unendlich vielen Maximis nur gesondert vorkommen können, falls die 
Funetion allerwärts einen Differentialquotienten haben soll, so würden beide 
Bedingungen für die Strecken zwischen jenen gesonderten Stellen doch auf 
Eins hinauslaufen. Wenn nun eine Function in einem Punkt x, einen 
Differentialquotienten hat, so werden bei Annäherung an x, die Schwan- 
kungen der Tangentenneigung unendlich klein. Wenn das nämliche für 
einen zweiten, dritten Punkt &,, zz, u. s. w. gilt, und man denkt sich diese 
Punkte unendlich nahe, so müssen die Schwankungen der Tangentennei- 
gungen zwischen allen diesen Punkten unendlich klein sein, d. i. Null, wenn 
man die Distanz der Punkte verschwinden lässt. Hieraus würde folgen. 
dass eine differentiirbare Function nieht durchweg unendlich viele Maxima 
haben kann. Indessen soll dies Raisonnement nicht als Beweis gelten. 


in denen # und » unendlich werdende Functionen von & vorstellen, im Allgemeinen 
differentiirbar sind, wenn auch nicht direct. Unter der Annahme dass « mit « ver- 
schwindet, geben wir dem Integral die Form: 


” sinuxrdu 
du 
Ü 


0 da 


Nun findet man leicht, falls w(z) (3 = x-+-iy) im positiven Quadranten eindeutig und 
stetig ist und für ein beliebig kleines « lim, _„ e”“#"rw(re'?) = 0 wird, die Formel: 


JS errya)da = / er ylia)ide, 


0 


deren rechte Seite differentiirbar ist. Die Nichtdifferentirbarkeit der Weierstrassschen 
Functionen hängt also wesentlich mit ihrer Reihennatur zusammen. 
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Was die Beziehung zwischen Differentiirbarkeit und Integrirbarkeit 
anlangt, so ist zu bemerken, dass das Integral jeder stetigen Function nach 
der Grenze differentürbar ist. Da man aber hat: 


1, 

. S fa)de=lim,.ı/ Fa)da lim, uf 

| dx Dr hufe u ——, 

@ 7 

I- wo f, eine Grösse bezeichnet, die zwischen dem g„rössten und kleinsten 
Werthe von f(x) im Intervall z...2-+e liegt. so kann man nicht wissen, 

it falls f(z) gerade bei Annäherung an die Grenze z unendlich oft springt, 

L- welchen Werth limf erhält, und ob dieser Limes überhaupt bestimmt ist. 

b; Bemerkung. Mit der gewöhnlichen Funetion ist die grösste Ein- 
schränkung erreicht, welche in der 'T'heorie. der diese Unterseheidungen 

n Fe ji ” e 

' oelten, fürs Erste hervorzuheben wäre. Sie schliessen noch eine unermess- 

| liche Mannigfaltigkeit ein, wie man z. B. eine solehe Funetion sich aus 

1& . . { 

£ Bogen verschiedenartiger Curven zusammengesetzt denken kann, u. s. w., 

1 D . .. . Y . . . . # 
so dass die Einschränkung noch bei Weitem nicht bis zu denjenigen 
Funetionen getrieben ist, die Jacobi „vernünftige” nannte, und die den Gegen- 

I1- 7 . r y . . ] . 

; stand der eigentlichen Funetionentheorie bilden. 

ir 

36 - * * . . * * 

. V. Die Function, die der Dirichletschen Bedingung genügt, 

“u Mit keiner der eben entwickelten vier Definitionen übereinstimmend, 

. ihres häufigen Gebrauchs wegen aber wohl dazu berechtigt als Defi- 

.n nition einer eigenen Classe von Funetionen zu dienen ist die Bedingung, 
unter welcher nach den Dirichletschen Untersuchungen eine Funetion nach 
Fourierschen Reihen entwickelbar ist. 

Es ist vortheilhaft, um diese Bedingung kurz zu formuliren, den Be- 
en | oriff des Maximums auf unstetige Funetionen auszudehnen, indem man sagt, 
T- i . 7 . . . . . \ . 

dass eine Funetion für = a ein Maximum hat, wenn die ersten Funetional- 
werthe für ea, die von f(a) verschieden sind, kleiner als fa) sind. 

Die Funetionenelasse ist dann erklärt durch die Bedingung, dass sie 

in dem betrachteten Intervall nur eine endliche Anzahl Maxima hat. 
nd Dies schliesst also beliebig viele Unstetigkeiten nicht aus, ja nicht 
| unendlich viele, da in den Strecken, wo die Funetion nur zu oder nur ab- 
nimmt, dies z. B. in treppenförmigen Absätzen geschehen kann, die beliebig 
oft unendlich dieht werden. Es braucht im Gegensatz zur gewöhnlichen 
en Function hier nur eine Richtung zu geben, in Bezug auf welche die Funetion 
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nur eine endliche Anzahl Maxima hat. Auch einen Differentialquotienten 
setzt die Dirichletsche Bedingung nicht voraus. 


VI. Bemerkungen über die obige Classification. 

Die beiden ersten Ulassen bestimmen gar nichts über den einzelnen 
Funetionalwerth und seine Beziehung zu den Nachbarwerthen. Die drei 
letzten setzen hierüber etwas fest: Die dritte, dass f@ +0) - f(x) = 0 sei, die 
vierte, dass die Oscillationen der Tangente bei Annäherung an einen Punkt des 
Intervalls unendlich klein werden, oder dass gar keine vorhanden seien, 
die fünfte, dass man von jedem Punkt aus an seinen beiden Seiten Strecken 
abgrenzen kann, innerhalb deren die Funetion nieht wächst oder nicht 
abnimmt. 

Neben diesen ganz allgemeinen Unterscheidungen, «die sich auf 
Funetionsintervalle beziehen, sind zu verzeichnen die verschiedenen Arten, 
wie eine Funetion sich einem ihrer besonderen Werthe nähern kann. Dies 
führt uns dann zu dem Begriff der Singularitäten; und wenn wir ferner 
noch festgestellt haben werden, in welcher Weise die Singularitäten über 
endliche Funetionsintervalle vertheilt vorkommen können, so werden wir 
schliesslich eine Art von Uebersicht über die verschiedenen Möglichkeiten 
eewonnen haben, welche der Begriff der mathematischen Function einschliesst. 


VI. Die Annäherung der Function an ihre einzelnen Werthe. 

A. Die Annäherung der Function von einer Seite her anlangend 
sind folgende Fälle zu unterscheiden: 

l. Die Funetion erhält mit dem Charakter einer gewöhnlichen Funetion 
(Art. IV.) einen bestimmten endlichen Werth. 

2. Sie wird ebenso unendlich. 

3. Sie erhält mit Maximis einen bestimmten endlichen Werth. 

4. Sie wird mit Maximis unendlich. 
5. Sie wird mit Maximis unbestimmt, bleibt aber endlich. 

6. Sie wird mit Maximis unbestimmt, unendliche Werthe einge- 
schlossen. 

Für die hier gemeinten Maxima reicht es aus, dass sie in Bezug 
auf irgend eine Richtung vorhanden seien. 

B. Bei der Annäherung von beiden Seiten her, heben wir folgende 


Fälle hervor. 
1. Von beiden Seiten wird derselbe Werth mit demselben Diffe- 
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rentialquotienten und mit dem Charakter einer gewöhnlichen Funetion 
erreicht. 

2. Mit verschiedenen aber bestimmten Differentialquotienten (Knick. 

3. Es werden verschiedene Werthe erreieht (Sprung). 

4. Alle übrigen Combinationen der sechs Fälle A. 

Bei Zugrundelegung der allgemeinen Definition des Maximums, 
welche bei Gelegenheit der Dirichletschen Bedingung (Art. V.) eingeführt 
wurde, setzen alle diese Unterseheidungen, wo es nicht in der Definition 
liegt, durchaus nicht voraus, dass die Funetion stetig sei in der Umgebung 
des Werthes, an den die Annäherung geschieht. 


VII. Die Singularitäten der Function. 

Wir nehmen an, eine Funetion gehöre zu einer der obigen fünf 
Ulassen in einem gegebenen Intervall, mit Ausschluss einer beliebig kleinen 
den Punkt % enthaltenden Strecke, in welcher eine Art der Annäherung 
der Funetion an den Punkt A stattfinde, die durch die Bedingungen der 
Classe, zu welcher sie gehört, ausgeschlossen ist. Alsdann hat die Funetion 
für den Punkt k eine Singularität. 

Z. B. ist Unendlichwerden in einem Punkte für alle Klassen eine 
Singularität, sprungweise Werthänderung für die dritte und vierte, für die 
vierte Klasse sind es alle unter B (Art. VII.) verzeichneten Annäherungen mit 
Ausnahme der ersten, endlich für die fünfte sind u. A. Streeken mit unend- 
lich vielen Maximis Singularitäten. 

Unter den >Singularitäten wollen wir noch integrirbare und nicht 
integrirbare unterscheiden. Unter den ersten sind dann solehe zu verstehen, 
für welche jedes der Integrale 


I ra)dz, /r« dx 
; J, 


einen endlichen und bestimmten Werth annimmt, wenn & der Null sieh nähert. 
und auf x eine Singularität von f(x) fällt. 


IX. Vertheilung der Singularitäten wie die Wurzeln des Kettensinus. 


Punkte, die keine Linie bilden, können auf’ einem Intervall auf 
zweierlei Weise in unendlicher Anzahl vorkommen. Erstens so. dass in 
jeder noch so kleinen Strecke solehe Punkte vorkommen, wie bei der Ver- 
theilung der Rationalzahlen. Zweitens in jedem noch so kleinen Theile des 


3) 


12 
9 
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Intervalls lässt sich immer eine endliche Strecke angeben, in der keiner 
jener Punkte lieet. 

Im zweiten Fall, den wir genauer betrachten wollen, sind die Punkte 
entweder in endlieher Anzahl, oder sie werden nur bei Annäherung an ein- 
zelne Punkte unendlich dieht. Denn wenn sie in unendlicher Anzahl sind, 
so können nicht alle ihre Distanzen endlich sein. Es können aber auch 
nicht alle ihre Distanzen in einer noch so kleinen Strecke verschwinden, 
da sonst der erste obige Fall einträte. Es können ihre Distanzen also 
nur in Punkten oder richtiger unendlich kleinen Strecken Null werden. 

Man hat hier folgende Unterscheidungen zu machen. 1. Die Punkte 
k, (wie wir sie bezeichnen wollen) werden nur bei Annäherung an eine 
endliche Anzahl von Punkten %k, unendlich dieht. 2. Die Punkte A, selbst 
werden bei Annäherung an einzelne Punkte %, unendlich dieht. 3. Die 
Punkte A, werden wieder bei Annäherung an Punkte k, unendlich dicht, u. s. w. 


\ Ä ci re 
So werden die Wurzeln von O= sin bei Annäherung an 2 = 0 un- 


endlich dicht. Diejenigen von 0 = sin, bei Annäherung an die Wurzeln 
sin — 
n 
2 . ' 
von sin, U. 8. W., SO dass die Wurzelvertheilung von 
' 1 
0 = sın 
sin 


sin e 
T 
ein Bild der beschriebenen Punktvertheilung liefert *). 
Die mit [so vertheilten Singularitäten behaftete Funetion füllt die 
Kluft aus zwischen den gewöhnlichen Funetionen und den Punkt für Punkt 
mit Singularitäten behafteten Funetionen. 
Schliesslich haben wir uns noch klar zu machen, was die Integration 
über eine solche Strecke bedeutet, in der integrirbare Singularitäten sich 
an einzelnen Stellen unendlich verdichten, was z. B. das Integral 


a dx 
0 
sın 
() x 


*) Diese Punktvertheilung scheint mir im Wesentlichen auf dasselbe hinauszu- 
laufen, was Herr @. Cantor (Annalen von Clebsch und Neumann, V. Bd., pag. 128 sqq.) 
unter Punktmengen versteht. 








ie 





P. du Bois-Reymond, Versuch einer Classification d. willk. Functionen. 31 


für einen Sinn hat. Offenbar hat man sich nach der gewöhnlichen Auf- 
fassung (Art. VII.) das Integral von irgend einem Argumentwerth an bis zu 
einer Stelle zwischen der »te und »+-1!er Singularität gebildet zu denken, 
wo » unbestimmt sei, und dann » unendlich werden zu lassen. Bilden die 
Singularitäten Verdichtungspunkte zweiter Ordnung, so hat man das nach 
der gegebenen Definition für Verdichtungspunkte erster Ordnung gebildete 
Integral zu erstrecken bis zu einem Punkte zwischen dem mtr und (m+1)ten 
Verdiehtungspunkt erster Ordnung, und dann m unendlich werden zu lassen, 
u. s. f., so dass ein solches Integral über einen Verdiehtungspunkt wuter Ord- 
nung ausser der gemeinen Integration «u Grenzprocesse voraussetzt. 


Tübingen, im März 1874. 











Allgemeine Lehrsätze über den Gültigkeitsbereich der 
Integralformeln, die zur Darstellung willkürlicher 
Functionen dienen. 


(Von Herrn Paul du Bois-Reymond in Tübingen.) 


® 
Schon ihrer äusseren Zusammensetzung nach fordert Fouriers Formel: 


/ da f dßf(P)cose(ß— x) = nf(z) 


0 —. 

zu dreierlei Arten von Forschungen auf: 1) zu ermitteln, welche Rolle der 
Cosinus darin spielt und durch welche Funetionen er ersetzt werden kann, 
2) zu untersuchen, unter welchen Umständen die Formel auch Funetionen 
mehrerer Veränderliehen darstellt, indem das Doppelintegral durch mehr- 
fache Integrale ersetzt wird, 3) ihren letzten Bestandtheil, die Function f(x) 
genauer Prüfung zu unterwerfen, um zu erkennen, für welche denkbaren 
mathematischen Funetionen die Fouriersche Formel, oder die ihr nachge- 
bildeten Formeln noch richtig sein mögen. Ueber die beiden ersten Fragen 
habe ich bereits Untersuchungen veröffentlicht *), die dritte Frage ist der 
Hauptgegenstand vorliegender Abhandlung. 


Einleitung. 
Angabe des allgemeinen Problems, mit welchem sich die vorliegende Abhandlung be- 
schäftigt, und Uebersicht über ihren Inhalt. 
Die Fundamentalformeln der Theorie der darstellenden Integrale **) 
lauten: 


(A.) lim/ daf(o)p(e, =), 
(B) lim / dafla)p(e,h) = f(0)lim/ dag (a, h) 


0 


*) Ueber die allgemeinen Eigenschaften der Klasse von Doppelintegralen, zu welcher 
das Fouriersche Integral gehört. (Dieses Journal Bd. LXIX, 65), und Die Theorie der 
Fourierschen Integrale und Formeln (Math. Annalen IV, 362). 


**) So werde ich fortan die Integralausdrücke nennen, welche zur Darstellung 
der willkürlichen Functionen dienen. 
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wo lim den Grenzübergang A=»x vorstellt. und a, b numerisch der Un- 
eleichheit O<a<-b genügen, sonst aber ganz beliebig sind. Die Formeln 
sind bis jetzt unter folgenden Voraussetzungen bewiesen: 

l. Es erhält das Integral 


/ day(a,h 


0 
für h=»x einen von a unabhängigen, endlichen, bestimmten Werth”). 2. Es 
erfüllt f(x) innerhalb der Grenzen der Integrationen die Dirichletsche Be- 
dingung (Vor. Abh. Art. V.). 

Die Formeln (A.), (B.) sind die Grundlage der zur Darstellung will- 
kürlicher Funetionen dienenden Formel: 


B 
(C.) lim / daf\e)p(e—z,h) = f[e-V)G_-+flc+V)G,. 


4 


wo die Grössen: 


G_=> im / noeh, A lim / do pa, h 


N () 


beide bestimmt, endlich und unabhängig von a und b sind, und A<Cz=<<B ist. 
Man erhält Formel (C.) so: B ildet man auf ter von (B.) die 
Ausdrücke: 


h ) 
fla+0)G, = lim / daf(c+a)yp(a,h), f[a-V)G_= lim / def(c+e)y(o, h), 


0 


verändert die Integrationsvariablen und addirt, so folgt: 


u | 
lim / defle)y(@a—z,h) = fr +V)@,+f(e—0)G 


—a+ta 
Denkt man sich alsdann die willkürlichen Grössen a, b so bestimmt, dass 
—a+xe=4A, b+z=B bei der Veränderung von x constant bleiben, dass 


*) Zur Charakteristik der Functionen g (z, h), welche darstellende Integrale liefern, 
sind bis jetzt nur Integı 'aleigenschaften, allerdings nothwendige, beigebracht worden, 
wie in der ersten, Eingangs eitirten, Abhandlung. Dergleichen Inter raleigenschaften 
sind aber manchmal zur Prüfung sehr unbequem, und es wäre ein wünschenswerther 
Fortschritt, wenn es gelänge, andere Definitionen für die Funetionen g(x,h) zu ent- 
decken. Ich glaube dergleichen von einer weiteren Ausbildung der Theorie der 
linearen partiellen Differentialgleichungen erwarten zu dürfen, da deren Integrale, welche 
den in den einfachsten Fällen unter der Bezeichnung Greenscher Functionen bekannten 
particulären Integralen entsprechen, ohne Ausnahme zu der in Rede stehenden Funetion 
$(x,h) gehören, 
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aber stets A<Z2=<ZB sei, wonach auch A und B ganz willkürliche Grössen 
sind, so ergiebt sich Formel (C.\. 

Aus dieser Ableitung folgt, dass Formel (C.) gilt. wenn f(x) für 
jedes Paar Intervalle A...x, ...B die nämlichen Bedingungen erfüllt, unter 
denen (B.) gilt, wenn f(x) diese Bedingungen für das Intervall O...a er- 
füllt. Wir können uns also auf die Untersuchung dieser letzteren Bedin- 
eungen beschränken. 

Die Formel (B.) wurde a. a. ©. mit Hülfe der Formel (A.) bewiesen. 
Unter den für die Gültigkeit von (A.) und (B.) oben angegebenen Bedin- 
gungen kann man aber (A.) als eine Folge von (B.) ansehen (indem man 
in (B.) b statt « schreibt und abzieht), so dass man meinen könnte, dass 
man es nur mit der Formel (B.) zu thun hätte. Die Folge wird aber 
lehren, dass dies ein Irrthum wäre. Beide Formeln haben in Bezug auf 
die willkürliche Funetion ein ganz verschiedenes Gültigkeitsgebiet, und sind 
mithin ganz selbständige. 

Nach allem diesen würde der Abschluss der T’heorie der darstellenden 
Integrale vor allen Dingen die Lösung folgender Aufgabe verlangen: 


„Die Beschränkungen der Function f(x), unter welchen die Formeln 


b] 
(A.) und (B.) noch gelten, auf ihr nothwendiges Maass zurückzuführen.“ 

Es versteht sich von selbst, dass bei der Mannigfaltigkeit der Funetionen 
p(e,h). mit denen man jene Formel bilden kann, an eine vollständige 
Lösung dieser Aufgabe zur Zeit nicht gedacht werden kann, die schon in 
den einfachsten Fällen, den Fourierschen Darstellungsformeln, die grössten 
Schwierigkeiten zu bieten scheint. Gleichwohl hatte es einen grossen Reiz 
für mich, in diesem an subtilsten Problemen überreichen Gebiet nach Kräften 
vorzudringen, und Ordnung zu schaffen. 

In einer demnächst zu veröffentlichenden Abhandlung werde ich mich 
mit den Bedingungen der Gonvergenz oder richtiger der Divergenz der 
Fourierschen darstellenden Formeln im engeren Sinne beschäftigen, in der 
vorliegenden werden die Formeln (A.) und (B.) in ihrer allgemeinsten Auf- 
fassung diseutirt. 

Die Theorie der ersten Fundamentalformel (A.) kann als im Wesent- 
lichen abgeschlossen betrachtet werden. Sie erweist sich als ein T'heorem 
der Integralreehnung von überraschender Allgemeinheit. Diese Ergebnisse 
und ihre Anwendung auf Formel (C.) der Einleitung enthält das erste Capitel. 

Im zweiten suche ich Ordnung und Plan in die Discussion von 
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Formel (B.) zu bringen. Zuerst wird ein Theil der Funetionen (x, h) 


ausgeschieden, für welche Formel (B.), was die Funetion f(x) anlangt. sich 


ir desselben Umfangs der Gültigkeit wie Formel (A.) erfreut. Für den Rest 
er der Funetionen g(z, h) besteht das in dieser Einleitung formulirte Problem 
I- fort. das sich dann als das wahrscheinlich tiefste der ganzen Theorie er- 
- weist, weil unter sehr allgemeinen Bedingungen für die Funetionen y (x, h), 


ja vielleicht für alle, gezeigt wird, dass die Differenz der beiden Seiten von 


n. (B.), wenn sie für eine Funetion f{z) nicht Null ist, auch nicht endlich 
1- und bestimmt sein kann. Jenes allgemeine Problem kann aber nicht direet 
u in Angriff genommen, sondern muss durch zugängliehere ersetzt werden. 

35 Dies führt dann schliesslich darauf, gewisse Bedingungen für die 
er Funetion f(x) aufzustellen, die für die Gültigkeit von (B.) jedenfalls aus- 
uf reichen, und die im dritten Capitel entwickelt und diseutirt werden. Wenn 
1d die erstere dieser Bedingungen erfüllt ist, gilt (B.) für alle Funetionen 


pie,h), ist die zweite erfüllt, so gilt (B.) für eine grosse Gruppe jener 
n Functionen. 


In i u. i ' 
I. Ueber den Gültigkeitsbereich der Formel (A.). 


1. Bedingung für Formel (A.), falls f(x) endlich ist. 


: I. Satz. Die Gleichung 
in lim / defie)g (a, h' Ü 
N “a 
iz findet immer statt, wenn numerisch D)<Za<_b, ferner fra -u—hb —b 
N lim / "dog =.» = 0, 
'h p(a,h) auch fürh=x endlich ist, und fix‘ im Intervall a...b integrirbar ist. 
er (Vor. Abh. Art. II.) 
u Die Function fix) nehmen wir der Einfachheit halber durchweg 
1- positiv an. 

;3eweis. Wir theilen das Intervall a...b in die Theile 4,. 4. ... 4,, 
i- so dass b-a= 1, +4-+--+J5,, und bezeiehnen mit o, die grösste nume- 
m rische Werthäifferenz der Function f(x) im Intervall 4,. Dann muss also 
se =4,6, der Null sich nähern, wenn die Zahl » grösser und grösser wird. 
1. Wir setzen weiter f(x) = fi(2)+JFf(x) und bestimmen f(x) so: fı(z) sei in 
N 


Jedem Intervall 4, constant und gleich dem kleinsten Werth von fix) in 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 1. b 
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diesem Intervall. Dann erfüllt f(x) im Intervall a...b durchweg die Di- 
richletsche Bedingung und man hat 


“ ’b PR 
lim / def ie)gp(e, h—=O. 
mithin 


lim f daf(e,h) = lim / da Afia)y(e,h). 


Die Function If(e) ist positiv, und da g(e,h) nicht unendlich wird im 
Intervall a...b, so können wir das Integral vol schreiben: 


p(e,, Ay de Ifio, an au —b. 


3, i en ” A 2 4 i 
Das Integral / de 4 f(e) ist jedenfalls nicht grösser als die Summe I.7,0,. 
[4 
Also ist: 
.. rl 
/ def(e)p(a,h) = z2.g(e,, h).Z4,0,, BEST 
a 
Lässt man hierin % unendlich werden, so bleibt die rechte Seite von der 
Ordnung >4,0,, wird also durch Vergrösserung von » beliebig klein, da 
aber die linke Seite » nicht enthält, so ist sie Null”), @. E. 


*) Ganz ähnlich kann man auch ro Mittelwerthsatze: 
JS rosa = IWf vardaH Fa a p(a)de 


die grösste Allgemeinheit ertheilen, Aalen er fähig ist. Bei den bisherigen Beweisen 
des Satzes wurde immer stillschweigend vorausgesetzt, dass die Funetion (x) im 
Intervall a...b nur eine endliche Anzahl Mal ihr Zeichen wechselt. In Wahrheit 
braucht sie nur integrirbar zu sein. Theilt man nämlich das Intervall a...b in » Theile 
ö und bezeichnet mit g, (x) eine Function, die in jedem Theilintervall ö gleich dem 
kleittsten Werth von g(z) in diesem Intervalle ist, so dass g(a)=g,()+Ag(«) 
gesetzt, ./g(x) im ganzen Intervall positiv ist, so kann man die obige Gleichung 
zuerst für @, (x) statt p(x) beweisen (am kürzesten nach dem Verfahren des Herrn 
@. F. Meyer, Mathem. Annalen Bd. VI, pag. 5315) und sie dann auf die Form bringen: 


fi f(®) pa)dr—| fl of gs (z)de + (flb) — fa Ye (@)dr| 


= Keagede [af Agy(a)dce+(f(b)— fa) Y dg (a) de]. 
Da nun 


/ f(z) Ay(a)de = r&)/ Iy(a)de, a Dt <b, 


da 


so wird die rechte Seite, wenn 4 (x) die Bedingung der Integrirbarkeit erfüllt, mit 


73 
unendlich klein. während der Mittelwerth & das Intervall «a...» nicht verlassen kann. 
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i- Es sei z. BD. 
. u 
/dafio)y(e, B) = / da fie)cosh(@— x) 
so folgt, wegen: 
lim/ dacosh(e—x) = lim, sinh(e—e) =, 
F dass das Glied der Fourierschen Reihe verschwindet, wenn die darzustellende 
Function die Bedingung der Integrirbarkeit erfüllt, wie dies von Riemann 
(Ueber die Darstellbarkeit ete. pag. 36) schon gezeigt worden ist. 

Die Bedingung lim>7,0, = 0 schliesst unendliche Werthe der 

’P° Funetion aus, und es ist nun zu ermitteln, unter welchen Bedingungen un- 

endliche Werthe der Funetion dennoch gestattet sind. Dies lehrt fol- 

sender Satz: 

2. Bedingung für Formel (A.), falls f(x) unendlich wird. 
ll. Satz. Die Formel (A.) bleibt richtig, wenn für einen Werth x, 
1A r » \ . . Bu. . 
‚ (a<-x,“—b) f(x) eine solche Singularität besitzt, dass das Integral 
anäı a 
/ daf(e 

absolut convergirt. 

Ich gebrauche den Ausdruck Singularität im Sinne des Art. VIII. der 
en vor. Abh. um den Fall einzuschliessen, wo f(x,) unbestimmt mit gestatteten 
m unendlichen Werthen ist. Unter absoluter Convergenz wird wie üblich die 
ei i 
le Uonvergenz von 
m ; de modf 0) 
€) . | 
ng rn | 
vs verstanden. 

m ” 
n: Beweis. Wir zerlegen das Integral / de fia)gp(a,h) in die Theile: 
I 
r te ee 
Der Limes jedes der ersten beiden Theile ist Null. Es ist also noch der 
Limes des dritten Integrals zu untersuchen. Wir setzen f(x) = fi(x)+ f(x). 
wo fi(xz) gleich f(x) oder gleich Null, jenachdem f(x) positiv oder negativ, 
I und f(x) gleich f(x) oder Null, jenachdem f(x) negativ oder positiv ist. 
1 
n. Alsdann sind im Fall der absoluten Convergenz von /f(a)da die Integrale 


er 
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I (a)de, /r ‚a,de 


auch eonvergent. Nun ist: 


'xcı+e ö . L i +8 , \ "re EG" Fa 
/ def\a,pla,h)=y eh) f fle)da+plarh)/ f;\a)da, &,-8 0, oa _EtE. 


x—E 0,8 me 


Es ist also das Integral links gleich einer Grösse, die mit & unendlich klein 
wird. Also wird auch das gesammte Integral 


b - 
lim / dafle\p(e,h) 


mit & unendlich klein. Da es aber & nicht enthält, so ist es Null. Q. E.D. 


3. Anwendung der Sätze Art. 1u.2. auf die Formel (C.) der Einleitung. 

Es ist nieht überflüssig gleich festzustellen, wie weit durch die vor- 
stehenden Sätze die Bedingungen für Formel (C.) erweitert werden. Dies 
iehrt der 

Il. Satz. Wenn f(x) in der beliebig kleinen Strecke x— e...c-+e des 
Intervalls A...B die Dirichletsche Bedingung erfüllt, für einen von x verschiedenen 
Werth x, aber eine 8ingularität hat, über welche integrirt, das Integral / f (a)de 
absolut convergirt, wenn drittens im übrigen Intervall A...B fix) integrirbar ist, 
so hat man: 

(C.) [de f(a)y(e—, h) = f[2+0)G,+fl2—0)G_, 
4 
unter den in der Einleitung für yp(a, h) aufgestellten Bedingungen. 

Beweis. Wir wählen & so klein, dass die Strecke 2—e...c+: 

den Punkt x, nicht enthält. Alsdann bilden wir die Zerlegung: 
Wen 


»n 
/ deflo)y(e—a,h) = / defa+z)y(e, h) 


a « 


A d—ır 


e r F u 2 a 
— / defa+r)ylae,h + / def o\gpie,h 


»() R A j . a \ \ 
+/ defle+z)p(a,h)+ #, defia+z)pie,h). 


—£ d—x 


Es ist B—x positiv, A— x negativ. Mithin ist Null der Limes der beiden 


Integrale 









In. 


in 


a7) 


es 


en 


la: 
st 
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ir 


nach den beiden Theoremen I]. und II. Naeh Formel /B.) der Kinleitung 
ist aber fc +0)@,+f(e—0)@_ der Limes der Integrale 


(l" 

u, 
Q. E. D. | 

Zusatz. Offenbar ist die Voraussetzung nur einer Singularität, in 

den Sätzen II. und III. eine unnöthige Beschränkung. Wir können ihrer, 
ohne an den Beweisen Wesentliches zu ändern, eine beliebige endliche Zahl 
annehmen. Ebenso klar ist es auch, dass die Sätze gelten, wenn sie sich 
bei Annäherung an einen Punkt unendlich verdichten, sobald nämlich als- 
dann der Begriff des Integrals in der vor. Abh. Art. IX. angegebenen Weise 
aufgefasst wird, und es über den Verdichtungspunkt genommen, absolut 
convergirt. In ähnlicher Weise sind unter den gleichen Bedingungen Ver- 
diehtungspunkte zweiter Ordnung gestattet u. s. w., so dass bei absoluter 
Uonvergenz des Integrals die Singularitäten wie die Wurzeln des Kettensinus 


ä 1 
) = sm j 
sin 
| 


T 


“-sin 


vertheilt sein dürfen. 
Beispiel. Der Satz Ill. gestattet eine unmittelbare Anwendung 
auf die Fouriersche Reihe, die ja als 


L »1-77 > : \ J { \ 
lim, _, / da flo) '1+cos(@a— 2)+c082(e — 2) +++ cosn(e— m) 


u | 
aufzufassen ist. Nachdem Dirichlet, dem offenbar nicht alternirende Functionen 
vorschwebten, für den Fall des Unendlicehwerdens von f(x) eine zu weite 
jedingung für die Gültigkeit der Fowrierschen Entwiekelung aufgestellt ”), 
hat Riemann eine andere Bedingung entwickelt **), die ihrerseits wieder 
viel zu eng ist, während die Bedingung der absoluten Convergenz des In- 
tegrals /f(e) de nicht allein für die ganze Classe der darstellenden Integrale 
ohne Unterschied gilt, sondern auch für die Fourierschen Reihen einen er- 


oeewährt. Für 


heblich weiteren Spielraum als die Riemannsche Bedingung g 


*) Dieses Journal Bd. 17, pag. 54. 
*#*) Ueber die Darstellbarkeit ete. Art. 12. 
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die Fourierschen Reihen habe ich vorstehende Bedingung schon publieirt *). 
Die Bedingung ist überflüssig bei den Integralen, in denen (x, h) in der 


\ 


J 


Umgebung des Werthes von x, für den fix) unendlich wird, nicht unendlich 


viele Maxima hat. Bei solchen Integralen braucht, wie leicht zu sehen, 


/fie) de überhaupt nur zu convergiren. 


II. Ueber den Gültigkeitsbereich der Formel (B.) im Allgemeinen. 
4. Eintheilung der darstellenden Integrale in zwei grosse Klassen. 


Die Formel /B.):- 


lim / def(e)p(e,h) = f(0) lim / day (e, h) 
0 ) 


( 
unterliegt, dies lässt sich a priori einsehen, weit eher Einschränkungen in 
Betreff der Funetion f(x), als die Formel (A.). Denn da der 


lim / dogy(a,h), 


P; 


wie klein & sei, Null ist, der lim / dag(a,h) nach der Voraussetzung 


0 
aber nicht, so muss g(r, h) in der Nähe vonz=0 mit h über alle Grenzen 


’ i .  sinzh 
wachsen. Dann kann aber f(x), wenn z.B. (x, h) alternirt wie 


ganz anderen Bedingungen unterworfen werden müssen, damit (B.) gelte, 
als der Integrirbarkeit, und sogar der Stetigkeit. Dies ist auch in der T’hat 
der Fall, wie wir sehen werden. 

Es ist aber eine wichtige Bemerkung, dass die Functionen g(e, h). 
welche zur Herstellung der Formel (B.) dienen können, in zwei scharf ge- 
schiedene grosse Klassen zerfallen, von der die eine der Funetion f(x) den 
weitesten Spielraum gestattet, während die Einschränkungen nur der andern 
zukommen. Ich stelle für beide Klassen die Typen hin: 

y(a,h)= iz ‚ Ya,h)= m 
und unterscheide sie wie folgt: 


Definition: Irgend ein Integral / F(o, h)d« soll ein Integral mit con- 


vergentem Grenzwerth genannt werden, wenn es für h=»x endlich und be- 


*) Antrittsprogranım, pag. 16. 





n 


- 
4 
. 


Mi 
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stimmt ist. Es hat ferner einen „unbedingt convergenten Grenzwerth,“ wenn 


lim /de mod Fo,h 


nicht unendlich wird (ohne aber bestimmt sein zu brauchen), während, wenn 
dieser Limes unendlich wird, das Integral einen „bedingt convergenten Grens- 
werth”“ hat. 

Dadurch zerfallen die Integrale f day a,h) in solche mit bedingt 


v‚) 


und mit unbedingt convergentem Limes, von denen die letzteren die Auf- 
stellung des allgemeinen Satzes des folgenden Artikels gestatten. 

Giebt man der Function y die besonders einfache Form hw(z, h). 
in welchem Falle: 
/ day a.h) = / da u (o 


() 0) 


so ist aus der geometrischen Bedeutung dieser Umformung leicht zu sehen, 
u 
dass / dey(e,h) einen bedingt oder unbedingt convergenten Limes hat, 
- 3 
jenachdem / dew(e) ein bedingt oder unbedingt eonvergentes Integral ist. 


ı) 
5. Bedingungen für darstellende Integrale mit unbedingt convergentem Limes. 
IV. Satz: Formel (B.) gilt allemal, wenn das Integral 


("day (a, h) 


« 
0 


einen unbedingt convergenten Grenzwerth hat, wenn f(x) integrirbar ist, und 
lim,_„f(e) bestimmt ist. 

Beweis. Es seigy,(z,h) gleich y(x,k) oder gleich Null, jenachdem 
(x, h) positiv oder negativ ist, (x, h) gleich p(x, h) oder Null, jenachdem 
p(x,h) negativ oder positiv ist. Setzen wir nun: 


/ "de fie)gy(e, h) = / defio)gp,(e, h) +/ dafie)gp,(e, h) +/ de fia)yp(a, h), 


0) 0) € 
so ist der Limes des letzten Integrals rechts Null nach Satz I, die Summe 
der beiden anderen lässt sich schreiben: 


f(0) / de pe, h)-+ !fla,)— f(V): / de ,(e, h) 


+ifte) —fiV), / de p.(0, h), 


u) 
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Für h= x ist der Limes des ersten Theiles gleichwerthig mit: 
fi) lim / doy(e, h). 
5 rm 
so dass die Grössen: 


lim / daflo)g(e,h), f(0)lim / dey(e,h). 


0 0 


wegen der vorausgesetzten Endlichkeit von 
, ”£ 8 
lim / daey,(e,h), lm / do. p,(e, h) 
0 0) 


sich um eine Grösse unterscheiden, die mit e unter jede Grenze sinkt, falls 
lim, „f(e) endlich und bestimmt ist, da aber der Unterschied & gar nicht 
enthält. so ist er Null. @. E. D. 

Auf ganz ähnliche Weise zeigt man, dass im Falle des unbedingt 
convergenten Limes die Gleichheit (B.) noch stattfindet, wenn f(x) für einen 
Punkt so unendlich wird, dass /def(o) über diesen Werth erstreckt, über- 


L 


haupt convergitt. 


6. Allgemeine Betrachtungen über die hinsichtlich der darstellenden Integrale 
noch offenen Fragen. 


Damit redueirt sich das in der Einleitung aufgestellte Fundamental- 
problem daraut, die für ihre Darstellbarkeit erforderlichen Beschränkungen einer 
Funetion f(x) bei Integralen mit bedingt convergentem Grenzwerth zu finden. 
denn die Theorie der übrigen darstellenden Integrale ist vollständig erledigt. 
Ich bemerke aber, dass die Aufgabe eigentlich noch allgemeiner „estellt 
werden kann. Denn bei der unabsehbaren Mamnigfaltigkeit, welche die in- 
tegrirbare Funetion einerseits und andererseits die zur Aufstellung der Grund- 
formel (B.) geeigneten Funetionen Y(x,h) umfassen, liegt nicht der ge- 
ringste Grund vor, a priori in Abrede zu stellen, dass es sowohl Funetionen 
fix) geben können, für welche der Limes 


L.» lim / de flo) p(e, h) 


kein endlicher, bestimmter, als auch solche, für welehe er endlich und be- 
stimmt aber von 


L, = f(®) lim / "do p(e,h) 


verschieden Ist. 








ls 
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Unter solehen Umständen wird man schon einen nieht unwichtigen 


Schritt in dem Nachweis erblieken, dass 

V. Satz. für grössere Classen von Functionen y(x,h) der Limes IL, einen 
anderen bestimmten endlichen Werth als L, nicht haben kann. Ks soll dies 
nachgewiesen werden von allen Functionen yı\x,h), für welche: 


. nr 
E = lim. of domod/ dose“ gp(e, 0) 
’ 
nicht unendlich ist. Darin bedeutet 1 eine beliebige positive Grösse, die auch 
Null sein darf, und die Exponentialfunction kann in geeigneter Weise durch 
beliebig viel rascher abnehmende Functionen ersetzt werden. 

Diese Bedingung, von der ich vermuthe, dass ihr alle Functionen 
p(z,h) genügen, die darstellende Integrale liefern, ist im gegebenen Falle 
unschwer zu prüfen. Ich habe mich überzeugt, dass ihr alle mir bekannten 
besonderen Classen von Funetionen g(r, h) genügen, muss mich aber hier 
der Kürze wegen darauf beschränken, dies von der besonders interessanten 
Form y(z,h)=hw(ch) zu zeigen, welche die Convergenz des Integrals 

.r 


/ w(e) da 


voraussetzt. 
Schreibt man ow(oo) statt (0,0) in E und setzt =0). so findet 
man leicht: 


7% 2 
E = lim.. of domod / doceoe"°%® w (0). 


Man kann in diesem Ausdruck statt des Modul mit Vortheil gewisse dis- 
eontinuirlicehe Funetionen einführen. Es muss z. B. endlich bleiben der Limes: 


.L IT. 
E, = lim, of do / dosoe"w(o)A(o), 


1 0 


dk 


wo A(o) gleich Null oder gleich Eins ist, jenachdem 


.% 
2 dosoe"*”" vw (0 


0) 
negativ oder positiv ist. Man darf in dem vorstehenden Ausdruck für E, 
die Integrationsordnung umkehren, und nimmt man einen mittleren Werth 
4, von A(o), welcher zwischen Null und Eins liegen wird, vor das Integral 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 1. 1 
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nach eE, so kann man dieses ausführen, und findet: 


0 


% u vr 
E, = lm, En; doe ° w(o) = (lim, oh). f dow(o), 
() v) 


woraus die Endlichkeit von E folgt. 

Dass Z einen anderen endlichen und bestimmten Werth als Z, nicht 
haben kann, falls E endlich ist, lässt sich folgendermaassen erweisen. 

Wir theilen in 


a 
J =; da f(e)yie, h) 


das Integral wieder in / + / ‚ wo y sehr klein angenommen ist, und be- 
o Y 
trachten nur das erste Theilintegral. Wenn 


wu j, 
Jı = / dafi@)yp(a, h) 


für A= x eine endliche bestimmte Grenze hat, so ist das nach o genommene 
integral in der Umformung 


. Tg PRO) \, f? BERN. 
lim J, = / do( / dof ®, 06 )+/ defie p\E,T) 
) ) 


T 
eonvergent, und nach bekannten Sätzen identisch mit: 


Be » 
lim, RR doe" / def\e) 


T ) 


og (e, 0) 
elı) 


Wegen des Exponentialfactors kann hierin die Integrationsordnung umge- 


' y e Br, 
kehrt werden, allerdings unter der Voraussetzung, dass re - nieht so 


stark wie eine Potenz von e’’ unendlich wird, da man alsdann ja 
v z 0) £6 0 r 
>ß co ur € j) 
Fi Ale 
00 o0 


schreiben kann, worin der zweite Factor endlich bleibt *).. Durch partielle 


= fF 
Pe cp(0,6) 
*) Falls FL ©. 
| 00 
so ist für den Beweis, um den es sich hier handelt, der Exponentialfactor durch einen 
anderen #20) zu ersetzen, welcher die Umkehrung der Integrationsfolge in 


S doxcoyf "are FR 


0 


so stark oder stärker als eine Potenz von e” unendlich wird, 


gestattet. Man kann z. B. zu diesem Zwecke x ein für allemal durch die Bedingung 








ht 


IC 


So 


:d, 


en 


05 





P. du Bois-Reymond, Allg. Lehrs. über d. Gültigkeitsbereich d. Integralformeln. 51 


Integration geht lim/J, über ın 


lım J, _— lim,_. SF dof Of Wr, v Y \Q, O)- 1 BE ae / dof 0) g (0,1 N 


« 
) 


also schliesslich in: 


. Y v a. 
lımJ, = im... / defie) / dose" gp(0,0), 


(0) 
eine Umformung, der man alle darstellenden Integrale unterwerfen kann, 
und die ohne Weiteres den verlangten Beweis zu führen gestattet. Denn 
setzen wir: 


ı% R 
/ dose" lo, 0) = Aloe) = A, (o)+A;(e). 


wo A,(o) gleich A(o) oder gleich Null ist, jenachdem ie) positiv oder 
negativ ist, und A;(e) gleich A(o) oder gleich Null ist, jenachdem 41(o) 
negativ oder positiv ist, so kann man lim J, schreiben: 


A x i . I. a, 3.4 \ Bi 
limJ, = lim. fe) f do f dose g(o, + (fie )—fi on) deA o)\ 
“u cd . 
o, und @, zwischen Null und y liegen. Somit findet man endliel 


lim, _, daf(o)y(e, h) = lim, „/ defie)y (a, h) 
0 ” 


Y 


’  ı nr | ie y 
+ lim, fe) / def dose” gp(o, 0)-+ lim, VE -fe))/ do A, (eo). 
0) uf “; 
Das erste Integral rechts hat den Limes Null nach Satz I. Im zweiten ist: 


’ Y 2 a 
lim,..f dof dose“ gy(e,0) = lim  dag(o, h\. 


0) 7 () 


vesetzt wird. oder 


wie aus der obigen Entwickelung folgt, wenn feo)=1 g 


durch naheliegende direete Umformung. Falls nun 


> % 
lim, of do A, (o\ 
ur 


eg: 


bestimmen, dass N so rasch wie e=° Null wird. Da im weiteren Verlaufe 


des Beweises der Differentialquotient x'(o) auftreten würde, so ist zu erinnern, dass 
falls <(0) so stark oder stärker Null wird als e=°, «’(0) Null wird wie u(0)x(0), wo 
w#(o) nicht so stark unendlich wird als eine Potenz von x(o) (Annali di Matematica 
von Brioschi und Cremona, IV. Th.. pag. 335, letzter Art. der Abh.). 


- % 


( 
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endlich ist, wird das dritte Glied mit 7 unendlich klein, so dass die ganze 
rechte Seite sich auf das zweite Glied redueirt, im dem f(e,) gleich f(0) wird. 

jemerkung. In besonderen Fällen ist der Satz manchmal sehr 
bündig zu beweisen. Z. B. liegt den von Fourier herrührenden Darstellungen 
willkürlicher Funetionen die Formel: 


lim / da f(e) 


0 


sin & h 


== = fi®) 


sinzh 


zu Grunde, die aus (B.) folgt, wenn (x, h) = ‚ oder wenn in kw(ch) 


' sinz ) 
gesetzt wird w(e) = - Schreibt man den Limes links 


Rn 
X %, 
/ do f do f(o)«osoo, 


er identisch mit: 


%L . ®, 1 a p 
i. f: i dof(o).e : dof(eo) 
lim, S doef do fe) ©0890 = lim, / une: — lim, fi‘ ar 


- te) 


- 


SO 1NI 


t) () 


n . se r°® . 7 ee‘ .  ; a 
welcher letztere durch die übliche Zerlegung des Integrals in / +fe, 
) “ 
Y 


. . . 7T \ . Vs ® ® . 
wo yes äusserst klein, sich alsbald als „ f(0) erweist. Für die Sinus-Cosinus- 
- 


reihe findet man den Satz schon bei Riemann (s. d. eit. Abh.). 


1. Fortsetzung. 

Wenn nun auch das allgemeine Problem, für jede Funetion f(«) den 
Werth des Limes Z festzustellen, sich dadurch vereinfacht, dass dieser Limes 
entweder ZL, oder divergent ist, so ist die nun auftretende Frage: für welehe 
Funetionen fie) ist Z convergent? kaum ein vernünftiger Vorwurf für mathe- 
matische Speeulation zu nennen, weil nur geringe Ueberlegung dazu ge- 
hört, um einzusehen, dass bei der unermesslichen Fülle von Möglichkeiten 
in der Aufeinanderfolge und der Grösse der Maxima von (x, h) allgemein- 
eültige Normen für die Darstellbarkeit integrirbarer Funetionen, welche nicht 
allein ausreichend sondern auch nothwendig sind, schwerlich existiren, und 
dass vermuthlich jedes darstellende Integral seme eigene Theorie hat. Man 
braucht aber deshalb die allgemeine Untersuchung nieht aufzugeben, sondern 
man muss das allgemeine Problem durch minder unzugängliche Theilpro- 


bleme ersetzen. 
Ich nehme an, man habe für die ganze Ulasse der darstellenden In- 
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tegrale eine Bedingung N, gefunden von solcher Beschaffenheit, dass für 


jede Function f(x) die N, nicht erfüllt, eine Function y\e,h) gefunden werden 


könne, für die (B.) nicht stattfindet. Ferner möge man für eine engere 
Gruppe der ganzen CJlasse eine mehr Funetionen f(z) als N, zulassende Be- 
dingung N, gefunden haben von gleichen Eigenschaften, ebenso für eine 
dritte Gruppe u. 8 f. 

Solche Bedingungen würden dann in ihrer Weise den Charakter der 
Nothwendigkeit tragen, nämlich jede eolleetiv nothwendig sein. für die 
ganze Gruppe, der sie gilt, nicht für alle einzelnen Individuen der Gruppe 
und würden zu einer Classifieation der darstellenden Integrale führen. 

Dies war der Gesichtspunkt, der meine fernere Untersuchung leitete. 
Ich gelangte nun wirklich zu zwei Bedingungen, eine gültige für die vanze 
Classe der darstellenden Integrale, die andere für eine Unterabtheilung der- 
selben. Aber freilich der Nachweis ihrer Nothwendigkeit, in dem eben er- 
läuterten Sinne, ist mir nicht vollständig geglückt:; wenigstens kann ich nicht 
mehr behaupten, als dass es für jede der ersten jener Bedingungen nicht 
genügende Funetion darstellende Integrale giebt, die beliebig schlecht eon- 
vergiren, ohne dass ich Divergenz an der Grenze feststellen könnte, und es 
eignen sich diese Betrachtungen nicht zur Veröffentlichung. 

Ich habe mir erlaubt, diese Dinge hier zur Sprache zu bringen, ein- 
mal weil sich keine 'T'hatsache dargeboten hat, welche dagegen spräche, 
dass die jetzt mitzutheilenden Bedingungen jenen Charakter der Noth- 
wendigkeit tragen, und weil der strenge Nachweis dieser immerhin merk- 
würdigen Eigenschaft durch einen glücklichen Zufall gelingen kann, zu 
dessen Benutzung aber Vorbedingung ist, dass man wisse, um was es sich 
handelt. 


III. Bedingungen für die Gültigkeit der zweiten Hauptformel, im 
Falle ihre Integrale einen bedingt convergenten Limes haben. 
8. Eine erste Bedingung für f(x), die bei allen darstellenden Integralen gilt. 

Da in: 


[def (e) p(a,h) = de f(e)y(a,h)+ [def a)gp(e, h) 


0) 0 € 
der Limes des zweiten Integrals immer verschwindet, falls nur f(x) inte- 
grirbar ist, und wie klein e auch sein mag, so kommt es nur auf die Art 
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und Weise an, wie f(x) sich, von beliebig klein zu denkenden Werthen 
an, der Grenze f(0) nähert. 

Nun ist es klar, dass, wenn f(z) von einem beliebig kleinen Werth 
z=e an in zwei Funetionen fi (e)+f(x) sich zerlegen lässt, von denen 
die erste, während z von e bis 0 abnimmt, nirgends abnimmt, die zweite 
nirgends zunimmt, und die beide endlich bleiben, die also beide die Di- 
richletsche Bedingung erfüllen, die Formel (B.) alsdann immer stattfinden 
wird. Die Funetion f(x) selbst braucht dabei die Dirichletsche Bedingung 
nicht mehr zu erfüllen, kann also mit unendlich vielen Maximis ihren be- 
stimmten Werth f(0) erreichen. 

Um dies genauer auszuführen, bestimmen wir f(x) und fs(z) am 
besten so: fi(z) wächst mit derselben Geschwindigkeit wie f(z),. wo f(x) 
wächst, und verändert sich nicht, wo f(x) abnimmt, während f, (x) mit der- 
selben Geschwindigkeit abnimmt, wie f(x), wo f(x) abnimmt, und sich nicht 
verändert. wo fir) wächst. Es sind dann, dies leuchtet ein, (=) und f&(z) 
die am schwächsten zu- und abnehmenden Functionen, in welche man f(&) 
spalten kann. Hiernach ist die allgemeine Bedingung für die Gültigkeit von (B.): 

Die Function f(x) muss nach der eben gegebenen Vorschrift in zwei 
Functionen fi(z)+ f(x) zerlegt werden können, die sich endlichen Werthen 
fi (0). £(0) nähern. 

Man kann diese Bedingung leicht analytisch formuliren unter der 
Voraussetzung, dass f(z) im Intervall O<x<-e, wo e beliebig klein, 
einen Differentialquotienten hat. Es sei f’(z) dieser Differentialquotient. 

Denn zerlegen wir f(x) in i(z)+f(x), wo f(x) gleich f’(x) oder 
gleich Null ist, jenachdem f’(z) positiv oder negativ, und f(x) gleich f(x) 
oder gleich Null, jenachdem f(x) negativ oder positiv, so werden die 
Integrale 


/ da fi (e). [do fi («) 


resp. gleich der Summe sämmtlicher Zunahmen von f(x), (wenn x von & 
bis Null geht) und sämmtlicher Abnahmen von f(z) sein. Beide Summen 
werden endlich sein, wenn die Summe ihrer absoluten Beträge 


- [de fl) —fi(o)) = /damodf' (a) 


endlich ist, d.h. wenn das Integral 








n 
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/ def (ie) 


absolut eonvergent ist. Hieraus folgt der Satz: 
VI. Satz. Die Formel 


lim / da f(e)y(e,h) = fi0) lim / day (e, h) 


gilt stets, wenn das Integral 


/ de fie) 


ı) 


absolut convergent ist, und der Limes rechter Hand von a unabhängig ist. 
Dies ist die erste Bedingung, die für die ganze (lasse der dar- 
stellenden Integrale gilt. Im folgenden Artikel wollen wir eine Bedingung 


aufstellen, die für einen Theil jener Integrale eültig ist. 


9%. Die zweite Bedingung für f(z), einer engeren Gruppe darstellender 
Integrale entsprechend. 

Vll. Satz. Wenn zy(x,h) für O—_ 2° -a endlich bleibt, auch für 
unendliche Werthe von h, für ©=0 und endliche Werthe von h aber ver- 
schwindet, so gilt die Formel (B.) allemal, wenn das Integral: 

/ "de E (aßfıB 


de 


0) 


absolut convergent ist. 
Die den Fourierschen Darstellungen zu Grunde liegende Function 


| sinch e ; 
p(z,h)= „ genügt z. B. der obigen Bedingung. 


Beweis. Da in: 


/defie o(a,h) = (def a)gyla,h -/ "def a)gy(a,h) 


U) u) 
der Limes des zweiten Integrals rechts Null ist, so genügt wieder die Be- 
trachtung des ersten. 
Durch partielle Integration folgt: 
2: \ ui® at “" 0O0l(a,h) /“ _ 
/ de fla)gy(a,h) = ple,h / def(@e\—/ da ra ABf(ß). 


ou 
0 U 0 v 


Nun setzen wir: 


apfıß) = zAle) 
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und nehmen an, dass A(r) sich nach dem Verfahren des Artikels 8 in zwei 
Funetionen A,(2)+4,(x) spalten lasse, von denen die eine im Intervall 
0...e nirgends wächst, die andere nirgends abnimmt und die endlich bleiben. 
Das zweite Integral rechts wird dann für den Theil A,(xz) von A(x): 


Mu; A Fe ; w Oy(a,h Ki RER 1m. op (a,h) 
/ dei, (o).o - = 40) / de Er ETRORSRCNN| dan In 


0 0) me 
Se, 

nach dem zweiten Mittelwerthsatz. Nun ist: 

I ("da ö 72 h) ji " " 4 (e, h) [de @ (a, N 

A A A 
Daher: | 
/ "de hl). °4 en B gi 4, OW)iap(o,h)—A, (0) / de p(e,h) 

'K#) 0) 


L; 
0 


1 ur (E)— 4, (0)) | ag (a, h) [da y(e,h ]- 


- - 


Führen wir diese Umformung und die ähnliche 4,(x) enthaltende 
in die obige Formel für 


J "de f(e)p(e, h) 
ein, und bedenken, dass ihr erstes Glied rechter Hand: 


p(£, h) [de f(e) = e(A,(E)+%,(E))p(E, h) 


ist, so ergiebt sich: 


c 


[ dafto)g(e, h) = 10) / "day (, h)+1i, (ed) — 4,0), 154 (S, h) + [dog (q, h) 








+/%, (8) — 4, (0))| & p(&,h)+/ "dep (a, h)| 


+4(O)lim,.e@Yp(e, h). 


In dem Term rechter Hand ist nach der Voraussetzung lim, „agy(e, h) =, 
und die Grössen Sp(£,h), $,Y(&,,h) sind endlich auch für Ah= x. Also 
bleiben die Klammern [] endlich für =». Die Klammern |} ver- 
schwinden mit &e Ferner ist wegen der Definition der darstellenden Integrale 


lim, _, [dap(e, h) = lim, „/ da p(e,h), 





li 


U 
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wie klein e auch sei. Endlich hat man: 


j . Er 
(0) = Im, - / d3fP) = fi). 
' rT 
lim, _,f(e) endlich und bestimmt vorausgesetzt. Aus allem Diesem ergiebt 
sich in der "That: 


lim / dof(e)p(o,h) = f(0) lim / da p(o, h) 
o n 
unter den im Satz aufgestellten Bedingungen. Denn wie im Art. 8 gezeigt 
wurde, ist die bezüglich der Spaltung von 


v zu 
Ale) = — dp fi?) 


0 


in A,(@)+2,(x) gestellte Forderung — falls — / dPf(P) einen Differential- 
Ä .-. 
quotienten besitzt — immer erfüllt oder nicht erfüllt, jenachdem das Integral 
%,; d / 1 Lrr, n 
ILr/ m 
fj de u dpf ) ) 


u 0 
absolut eonvergent ist, oder nieht. Die Function / d3f(P) hat aber 
”e 
einen Differentialquotienten, nämlich diesen 


zf@)—/ 'aßfcß) 


0 


2” 


und damit ist der Satz vollständig bewiesen. 
Nut d 1 “ \ 2 . » e >. > 
Der Grösse 27 / def(e) lässt sich, falls f(x) differentürbar ist, 


0 


m A ie 
auch die Form nf da of'(e) geben. 


0 

Bemerkung 1. Macht man die im Beweis enthaltene Herleitung 
der Formel (B.) ohne Voraussetzungen über y(z,h) und nimmt der Ein- 
fachheit halber A(z) nirgends abnehmend an, wodurch (2) = (0 wird, so 
zeigt sich, dass 


(0) lm, „ap (eo, h)+(4(E) —AÖ))Ep(S, h) 


für =» in eine Grösse übergeht, die mit « verschwinden muss. Daraus 
folgt also, dass wenn lim,_,e@@(e, h) nieht Null ist, 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 1. 
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lim,_,(A(&) —4(0)) lim, _„&p($, h) 
auch nicht Null sein kann, woraus wieder lim,_,lim,_.e@ (&, h) = x folgt. 
jemerkung 2. Man kann diese Umformungen fortsetzen, um 
weitere Bedingungen aufzusuchen, indem man in der Formel: 


nr 2 IH » “"  O@la,h) f* 
J daf(a)y(e,h) = ylah) / da: f(«) / de . f dB f(P) 


0) 0 0) 
das zweite Integral rechts weiter so umformt, dass man die Grösse 
sır .d 
/ da / dyfiy) 
rf T 


unter dem Integralzeichen erhält, darauf 


"de /"aß fd) = e4W(g) 
0 0 
setzt, und dann ähnlich wie oben verfährt. Dies führt aber zu wenig 
interessanten Ergebnissen, weil die Beschränkungen für p(z,h) zu gross 
werden. Beispielsweise würde bei der angedeuteten Operation (B.) nur er- 


o@(x, h) 


halten werden. wenn r’ für =» endlieh bleibt. was schon bei 


f snrh _. \ ) 
yiz,h)= —— nicht mehr der Fall ist. 


10. Vergleichung der beiden Bedingungen der Art. 8 und 9. 
Wir müssen nun noch die Bedingungen der absoluten Convergenz 
der Integrale 


S def’ (@), Se h Saprı B)) 


y 0 
vergleichen. Die "Theorie verlangt (Art. 7), dass die erste Bedingung in 
der zweiten enthalten sei, und dass die zweite mehr Funetionen f(x) zulasse 
als die erste. Es findet auch in der 'T'hat der Satz statt: 
VIII. Satz. Wenn das Integral 


/ "de f (e) 


« 
() 


absolut convergent ist, so ist es auch das Integral 


va d | »r u 
J = da =}. da ftp). 


Dieser Satz lässt sich aber nicht umkehren. Denn das erste convergirt viel- 


fach nur bedingt, wo das zweite unbedingt convergirt. 





Ir 












gt. 
um 


nig 
088 
er- 


bei 


ENZ 


in 


>sc 





P. du Bois-Reymond, Allg. Lehrs. über d. Gültigkeitsbereich d. Integralformeln. 59 


Beweis Ein Blick auf 
n 1 »r 4 
AB) = / da f Of 
Te 
lehrt, dass 4(0) mit f{O) zugleich Null, von Null und Unendlich ver 
sehieden. unendlieh ist. Wir brauchen in der That nur 
/ daflo)=zf(), 0=Z5<e 
o 


ei. MASS 


zu setzen. um uns davon zu überzeugen. Auch ist leicht zu zeig 


falls fr) ohne Maximum seinem bestimmten Werthe f/O) sich nähert, 
(rleiches auch von A(x) gilt. Denn man hat 


. 1 (x) 1 “ j (x (8 
(a) N — | daf(o) =! IX: u Ep 
Tr eo. T 


0) 
und die rechte Seite kann ihr Zeichen nieht wechseln *). 
Falls also f(x) nicht unendlich viele Maxima hat. ist die Conver- 
venz der Integrale; 


[ daf' 0). / da) 


wenn sie statthat, immer eine absolute. und da nach ausgeführter Integration 
die Grössen f(a)—f(0), 4(a)—4(0) gleichzeitig unendlich oder nicht unend- 
lich sind, so sind für Funetionen f(x). die der Dirichletschen Bedingung 
genügen, beide Bedingungen ganz identisch, und schliessen diese Bedin- 
eung ein: die erste unter Voraussetzung des Differentialquotienten f’ (=). 
die zweite ohne diese Voraussetzung. 

Hat nun f(x) bei Annäherung an e=0 unendlich viele Maxima, so 
setze man f(&)=fi(z)+fı (x). wo fi(x) und f(x) dieselben Functionen vor- 
stellen, wie im Art. 8, fı(@) nimmt nirgends ab, (x) nirgends zu. Netzen 
wir also: A(2)=4 (2) +4(z), 

A ı fr fr 
ule)= / defıia), Ala)= / do. fe 


T« T« 


0 


so gilt nach dem eben Bewiesenen von 4,2). A,(x) Aehnliches wie von 


in 


”) Falls f(z) zwischen den Grenzen der Integration / daf(le) = xf(£) keine 
Maxima und Minima hat und nicht durchweg constant ist, kann & keiner der beiden 
Grenzen gleich sein. 
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fi(x), (x), dass sie nämlich nirgend zu- oder nirgend abnehmen, und 
wenn fi(0), (0) endlich sind, was die Convergenz von: 
/ demodf’(«) = / daff(e)—fı (e)) 
vo 9 
nach sich zieht, so ist nach dem Obigen auch 4,(0) und 4,(0) endlich und 
das Integral: 
/ damodi'(e) = / da |h, (@)—A, (e)) 
O ft 
ist gleichfalls convergent. 

Aber A,(x) und A(x) sind nieht die am langsamsten zu- oder ab- 
nehmenden Funetionen, in die man 4{x) spalten kann. Denn es sei z. B. 
x, ein Werth, von welchem an f(x) bei abnehmendem x eine Strecke sich 
d. Alsdann ist 





nicht verändert, und wir setzen 2 = rt, 


/ "daf,(e)—öf,(e,) 


« e\ u, 

ul) =— _ Eh) DE 
vi c ME pi . —_ s<_TI,. 
,— 0 2 —0 


ey Ö 
— - 
2 fi Fr 


”i ND)—f (1 h tete. 

Für A, £& gilt genau dieselbe Relation. Wir sehen hieraus, erstens, 
dass A, (x) in der That nieht constant ist, wenn f(x) es ist, zweitens, dass 
es mit d wächst, weil f, (=) nieht abnimmt und nicht durchweg constant ist, 
während aus dem analogen Grunde f(x) abnehmen würde. 

Setzen wir also 

,a)= Ale) +4) = Aa) + (m), 

wo 4,(@), 4(2) die nach der Vorschrift des Art. 8 gebildeten nirgend 
wachsenden und nirgend abnehmenden Componenten von Az) vorstellen, 
so werden die 4 mit den fi, f£ endlich bleiben und mit dem Integral 


Sdamodf' (e wird das Integral /demodi'(«) eonvergent sein. Dies wird 
es aber auch ausserdem in allen jenen Fällen sein, wo auch die 4,, A, end- 
lich bleiben. Das ist der eigentliche Unterschied beider Bedingungen und 


damit ist auch der Satz bewiesen. 
I 
Beispiel. Es sei f(e)=xsine”. Man hat: 


ı 
1 | 


%, »%r . e*® : 
/ daf'(e) = / de sine“ — 608 e“\. 
“ “ [64 


(0) 
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Der erste Theil rechts ist absolut eonvergent, weil die Funetion endlich 


bleibt. Der zweite geht durch die Substitution «=, über in 


f\ da cos« 
. lc 
N 


E 7 
ein sehr bedingt eonvergentes Integral. Diese Function f(x) befriedigt also 
die erste Bedingung keineswegs. 
Weiter hat man: 


| I 
ru 


u d 41 KL Dr . ke | ’ N 
If, ‚laano®_ 2 AsinoP 
/ de = if dafiP) / de sine / da psıne”, 


( ( () 
Der erste Theil des Integrals rechts ist derselbe wie oben. Der zweite 
kann geschrieben werden: 
wie 
/ da’ sine”, Ü BB, m 6, 
5 [74 £ ' 
und ist also auch absolut convergent. Daher f(x) die zweite Bedingung 
vollständig erfüllt. 


11. Einige Bemerkungen über die Functionen, welche der zweiten Bedingung genügen 
Der Bedingung der absoluten Convergenz von 
w (@ 1 “ ' 
B= [all _T, (aprıa 


[77 & 


) 


kann auf doppelte Weise Genüge geschehen. Entweder indem beide Integrale 


He a ,, 
/ da“ / —/ ds f(P) 


für sich absolut convergiren, oder indem die absolute Convergenz von B 
nur durch das Zusammenwirken dieser beiden Integrale zu Stande kommt 
Beide Möglichkeiten wollen wir durch Beispiele beleuchten. 

Was den ersten Fall betrifft, so ist bekannt, dass ein Integral: 


f‘ day(e) 
ur u 
u 

f] & \—) 


() [74 u - 





wo l@z= log, I, = loglogr, u. 8. f., immer absolut eonvergirt, wenn x(#) 
für 0-2 a endlich, und «>1 ist. Diese Bedingung ist für die ab- 
solute Convergenz keineswegs nothwendig, die vielmehr für beliebig rasches 





« 
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Unendlicehwerden durch geeignete Form der Schwankungen der zu inte- 
grirenden Funetion zu Stande kommen kann. Aber bleiben wir hier bei 
jener Bedingung stehen. Wenn wir 


f(® w(e) 
ıı = — 
1 1 En 
I—I, -Ä, 
c "x X 
setzen, SO Ist 
N (@) % u (ee) 
/ da (e. == de I , 
a 1 „1 
0 [} al ..l, 
0 & a 
da (son . de “« dAw(ß ..  daw(e 
/ ; / daf(P) = / ; Bew) vie) . BD <a 
a’. A a” 1 e 1 ss 
E' 0 ) / - cl, u al ...l, 
0 pP 3 0 ur a, 

Das erste Integral ist nach der angeführten Regel absolut eonvergent, wenn 
w(x2) endlich bleibt, « >1 ist, und das zweite ist es alsdann a fortiori 
FR 1 . w(x) 
wegen /, - >1,— + Der besondere Fall, wo f(x) = - ‚vr < 1, ist ebenso 
“X, & T 
. » . \ 1 1 . . . as . 
einfach zu erledigen. Setzt man 4, =, so vereinigt man diese Fälle in 

L T 


dem >Matze: 
IX. Satz. Die Bedingung der absoluten Convergenz von B ist stets 
erfüllt, wenn f(x) sich auf die Form bringen lässt: 


vr) 


in der r eine der Zahlen VO, 1,2, ... vorstellt, u>1 ist, und w(z) für =V 
nicht unendlich wird. 

Man kann dies Resultat auch so ausdrücken, dass die vorstehende 
Funetion für «>> 1 stets darstellbar ist durch die zweite Classe von dar- 
stellenden Integralen, sobald nur w(z) integrirbar ist. Für «<- 1 muss 
aber w(z) neue Bedingungen erfüllen, die weniger einfach sein mögen. 
Wir wollen sie als Beispiel für das Zusammenwirken der beiden Bestand- 
theile des Integrals B in einem besonderen Fall etwas weiter verfolgen. 


N . 2 wir) 
Nach dem Bisherigen darf nicht f(x) = 4 j gesetzt werden, ohne 
I 
HB 


dass w(0)=0 ist. Nehmen wir aber doch an, dass w(0) nicht gleich Null 
sei, und fügen noch die weitere Bestimmung hinzu, dass 





16 


ul 
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fir) -/ de fie) 
0) de 7) 





x" 
zlog“ 


sei, dass «> 1, und dass 2(0) weder Null noch Unendlich sei: so können 
wir aus der vorstehenden Gleichung zunächst / da f(«) bestimmen und 


finden durch Differentiation: 
ie tday(e) 1(%) 
fix) Fe + f | . | ; 
q A} 


Die Constante bestimmen wir so. dass: 


Ka = f m +2 
P al“ j“ 


) LI I 
a E y(T) i ° . N 
Hierin f(x) = gedacht, wo w(0) nicht unendlich werden darf, muss. 
ha 
T 


wie leicht zu sehen, entweder « — v-+1 sein, oder, wenn dies nicht der 
Fall ist, muss (x) so alterniren, dass 


2 Jay(a) 1 

/ in QV ' 
f al“ l 

x 


0 [94 
wo das Zeichen Co sieh auf das Nullwerden von x bezieht. 
Erstens für v=r-+1 hat man: 


A v” day(e) (x) 
fa) = f zu 
. al+! l +1 


0 & x 
Der zweite Theil von f(x) giebt für sich ein absolut convergentes Integral B. 
Wir lassen ihn also fort und setzen einfach: 


ur = day(a) 
j alt! 
() [4 


vr) 


Dies ist somit eine darstellbare Form von f(x), die 


geschrieben 
er 
T 
werden kann, wo v nur >0 sein muss und w(0) weder Null noch Un- 
endlich ist, wenn das Nämliche von z(z) gilt. Hier ist die Unbeschränkt- 


heit auf die Function 4 (x) übertragen, die nur integrirbar zu sein braucht. 
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Es ist von Interesse nachzusehen, wie bei dieser Form von f(x) 
beide Theile von B zusammenwirken, um die absolute Convergenz hervor- 


zubringen. Es ist: 
fe) 1 Pr day(o) 
l 
« al’! 


1 'r 1 vr d @€) 
. F de f(«) u f (r2—-M) er‘ 
Is Fi 1 


al! 
0 & 


Jede dieser Grössen, noch einmal von Null an integrirt, ergäbe im Allge- 
meinen Divergenz. Aber ihre Summe: 


1 7 day(e) 
" pH 1 


[24 


ist offenbar das Argument eines absolut convergenten Integrals. 


4:3 ır Jay(e) 
l: 1 
? @ 


0 & 


Was die Form: 


für verschiedene Werthe von v betrifft, so ist sie nur nöthig für O<r—1, 


” u 126 2 eh n v(®) u 
während sie für v >]1, da ja vorstehende Form auch Din - geschrieben 
Iv 
Tc 


werden kann, nach dem Obigen überflüssig ist, weil in 


fa) = ?®9, v>1, 


l ) 
Mn 


w(xz) nur integrirbar zu sein braucht. 

Wir wollen zum Schlusse noch die zweite Möglichkeit ins Auge 
fassen, dass nicht «—v-+1 ist, dass aber x(x) in der geeigneten Weise 
alternirt, um die Gleichheit 


zu bewirken, und wollen v = 1 annehmen. 
» . en 1 . 
Setzen wir z. B. z(e) = sine (e), und führen = statt z ein, 80 
haben wir die Bedingung: 


%n k 1 \ 
S desine(_) ' 
N 


4 alog“« (x) 


DEE ee ee 
















4 
” 
2 
& 
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" r 1 - 
zu erfüllen. Nun sei e(—_)= o9,(e)=r, @=P(r), so geht das Integral 


über in: 
f. drsintP'(r) 
P(r)l#(Pir)) ' 
0,(#) ) \ )) 
wo wir annehmen können, dass der Factor von sin? nur abnimmt. Alsdann 


kann dieses Integral auf Grund des zweiten Mittelwerthsatzes gleich: 


Pr, ) 


5 Pız, )l“(Pır, )) . T, — 0,17). 


gesetzt werden, wo K für 7, = endlich bleibt. Für 7, seinen Werth oe, (2) 
‚ | 1 
gesetzt, wird wegen P’(e,(z)) = — der vorstehende Ausdruck : 
1 
o,(2)xl“(z) 

Es soll also sein: 

1 1 

o,(#)# 1“ (x) l(x) 


Setzen wir beide Grössen einfach gleich, und bestimmen o; (2). so folgt: 


el) = Frl) 


unter Fortlassung eines Zahlencoefficienten. Daraus ergiebt sich: 


u. 1 
o(o) = er = 
und 
1 
f de sın =“ 
| @ ni 1 
1 i 
2 ol“ l 
[44 I 
“ s | 1 . le < 
Im Falle «=1 ist e(«) =! Es folgt also, dass für jeden positiven 
Werth von u 
1 
" desın !’=« 
, 144 
f(2) = 
“ or IH 
0X 
m A v(z) a . 
auf die Form ; gebracht werden kann, wo w(z) für e=0 endlich 
l 
T 


bleibt, und dass diese Form von f(x) der zweiten Bedingung der Darstell- 
barkeit genügt. 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 1. 
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Aus der Art der Anwendung des Mittelwerthsatzes folgt, dass in 
dieser Form von f(x) der sinus ersetzt werden kann durch jede Function x (z), 


für welche das Integral 
Sri) de 


für beliebig grosse, auch unendliche Werthe der (positiven) Grenzen end- 
lich bleibt. 


12. Ueber die Form obiger Bedingungen für die Gültigkeit der Formel (C.) 
der Einleitung. 


Was die Bedingungen für die Darstellbarkeit durch Formel (C.) der 
Einleitung, einer Function f(x) in einem Intervall A...B betrifft, so muss, 
je nach der Beschaffenheit von g(z, h) eine der beiden obigen Bedingungen 
für jeden Punkt des Intervalls erfüllt sem. D.h. es muss für jeden Werth 
A<x2°- B die absolute Convergenz eines der Integrale 


/ du f(«a—x), So = (- = ST r®) 


4 


erwiesen werden. 


Tübingen, im April 1874. 
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Zur Theorie der Eulerschen Zahlen. 


(Von Herrn Stern in. Göttingen.) 


‚A 


Die Secantencoeffiecienten, oder wie ich sie im Folgenden nach dem 

Vorgange Raabes und Anderer nennen werde, die Eulerschen Zahlen, lässt 

u de 1 2 h 

man gewöhnlich dadurch entstehen, dass man m oder auch Da M 
08 ee”? 


eine nach aufsteigenden Potenzen von z geordnete Reihe entwickelt. Setzt 


2 
man - — —Fr und 
e’—e 2 
Ex’ E,a E,x* 
rel ZetIasa 133088 
so ist allgemein E, die »te Eulersche Zahl und E,= (—1)"F”(0). Herr 


Scherk hat aus ziemlich verwickelten eombinatorischen Betrachtungen *) 
bewiesen, dass allgemein E,. mit der Ziffer 5 und E,,,, mit der Ziffer 1 
schliesst. Ein zweiter Satz, den er angiebt, jedoch nieht beweist, besteht 
darin, dass allgemein E,,.— E;, mit den Ziffern 380 und E,,,,—Ey_ı (80- 
bald k>1) mit 460 schliesst. Ich werde im Folgenden nicht blos diese 
beiden Sätze aus einfachen Betrachtungen ableiten, sondern zugleich zeigen, 
dass sie nach zwei Richtungen nur der Anfang einer weiteren Reihe von 
Sätzen sind. Man kann nämlich diese beiden Sätze so aussprechen, dass 
man sagt: man zerlege die Keihe der Eulerschen Zahlen in zwei Reihen, 
so dass die eine die Zahlen E,, E,, E;, ..., die andere die Zahlen E,, E,. 
E;, ... enthält, dann wird jede dieser zwei Reihen die Eigenschaft haben, 
dass wenn man nur die letzte Ziffer jedes Gliedes berücksichtigt, die erste 
Differenzreihe, und wenn man nur die zwei oder drei letzten Ziffern be- 
berücksichtigt, die zweite Differenzreihe Null ist. Es wird sich nun er- 
geben, dass erstens Aehnliches wie bei den drei letzten Ziffern auch bei 
einer grösseren Anzahl von Endziffern stattfindet, und dass zweitens diese 
Eigenschaften nicht auf die Ewlerschen Zahlen beschränkt sind, sondern in 
ähnlicher Weise bei unzählig vielen anderen Reihen stattfinden. 


*) Mathematische Abhandlungen von Dr. H. F. Scherk, p. 22 — 24. 


9* 
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2. 

Man kann sich die Eulerschen Zahlen in einer Weise entstanden 
denken, die von der oben angegebenen nur wenig verschieden ist, aber den 
Vortheil bietet, dass man nicht nur Eigenschaften dieser Zahlen, die man 
aus verschiedenen, mitunter verwickelten Betrachtungen gefunden hat, aus 
einem einzigen einfachen Gesichtspunkte ableiten und andere bis jetzt 
nicht bekannte Eigenschaften auf demselben Wege finden kann, sondern 
dass sich auch zugleich der enge Zusammenhang der Eulerschen Zahlen 
mit unzählig vielen anderen Zahlenreihen zeigt. 

Wenn man nämlich die anne von Fxz nimmt, so 


. . . . e' . \ 
sieht man, dass sie allgemein, indem man (= de 3 setzt, in der Form 


de ! 
{ 
In 1 \n 2 In Ei u In „N ; 
Fra (letter 
pet! FIIR | 1 n4-1 22 In+1 In-H-1 In-+1 
men (m ) Te [a —4, 3 +4 z +... +4, 2"] 


enthalten sind, wo, wie ich, um Missverständnisse zu vermeiden, ausdrück- 
lich bemerke, die Zahlen 22 und 2»-+1 hier und im Folgenden, sowie alle 
dem a angehängten Indices, niemals Exponenten bedeuten, und die sämmt- ! 
lichen a kein x enthalten, sondern bestimmte Zahlen sind. 

Die aus den Gliedern a, a,;, a, u.s. w. bestehende Reihe soll im 
Folgenden durch (a,) bezeichnet werden. 

Setzt man @=0, so verschwindet F”'"'z für jeden Werth von n, 


F”"x geht in (—1)”a’” über, es ist also E,=a”. Indem man aber F”'’x 
aus F”''x ableitet, findet sich sofort a”''’ = a”"'”, mithin auch 


In 


E,.=za”""—= a". 


N 


Die Reihe (a,) für k=0, oder kürzer die Reihe (a) enthält also die auf- 
einander folgenden Eulerschen Zahlen und nur diese, jedoch kommt jede 
dieser Zahlen doppelt vor. Die in den Reihen (a,), (a,) u. $. w. enthaltenen 
Zahlen kann man Eulersche Zahlen höherer Ordnung nennen, so dass die 
Reihe (a,) die Zahlen der Ordnung k-+1 enthält. 

Es wird zur Erläuterung des Folgenden dienen, wenn ich hier die 





ersten Differentialquotienten entwickelt darstelle, wobei ich zur Abkürzung 
2 22 
-—= A, —B setze. Man hat 


e! En e* 
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Ft =A, 
F'x = -B, 
F'z = —- A(1-23), 


F’z = B(5-6z), 

F'z = Alb 283-4 248°), 

F’zx — B(61 — 1802 -+ 120°), 

F'z = — A(61- 6623 + 13203’ — 7202°), 

F'xz = B(1385 — 72663 + 109203’ — 50402°), 

F* 2 — A{(1385 — 245683 + 836642° — 1008002’ + 403203’ 


und mithin. wenn die römischen Ziffern die oberen Indices andeuten: 


I 


| 








Iı m |jım|jıv| v VI vu vIu 

(a) = BET 5 61 61 1385 1385 
(a) =1|0 | 2 6 | 28 | 180 | 662 | 7266 | 24568 
(a) = | 0 | 00 | 24 | 120 | 1320 | 10920 53664 
@s)=10|j|0|0 0 0 720 ı 5040 | 100800 
(e) = 1% 0 0 Ü 0 0 0 40320 





ii. Ss. W. 


3. 
Indem man F”*'z aus F”z und F”*?z aus F”''x ableitet, ergeben 
sich sofort die zwei Gleichungen 


1) a" = (2r+1)a”+(2r+2)0,. 
2) SH = 2. Hart). 


Hieran knüpfen sich folgende Bemerkungen: 

a) Es ist a,"*'"+a/" durch 2r+2 und a’"*’—a"'' durch 2r theilbar. 
auch ist @”'"'"—a;", und «”*’+a’”i' durch 2r+1 theilbar. 

b) Die Reihe (a,) erscheint zuerst in der Entwickelung von F”x 
und zwar in dem letzten Gliede a” z’. Von den Gliedern dieser Reihe 
kann also erst a,” nicht Null werden, während alle vorhergehenden Gliede: 


Null sind. 
e) Aus der Gleichung (2.) folgt 


a, = 2r.a, 7; +(2r+1)a,', 
nun ist a, '"=0, mithin a’ = 2r.a/ 7‘. Ebenso folgt aus Gleichung (1.) 


at = (2r+1)a?. 
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Da nun 4 =2, so it 4=2.3, &=2.3.4, allgemein a’ =2.3...2r, 
a,''=2.3...2r(2r+1), sobald r — 1. 
Ist also 2r+1 eine Primzahl gleich p, so hat man nach dem 
Wilsonschen Satze 
a —l modp 


ng 


- 


und zugleich 
a = 0 modp. 


d) Man kann. immer a;”*' als die Summe einer Reihe von Ausdrücken 
darstellen, welche nur die vorhergehenden Glieder der Reihe (a,) mit ge- 
wissen ganzen positiven Zahlen multiplieirt enthalten. 


Man schreibe nämlich zur Abkürzung die Gleichung (1.) symbolisch so: 





art! 


u27 In 
* 


= (&,@.,) 
wodurch man also andeutet, dass a)”*' die Summe der mit gewissen ganzen 
Zahlen multiplieirten Zahlen a” und a;”, ist. Setzt man nun nach Glei- 


chung (2.) 


6, = (a, ), 
so hat man 
a," = (a,",a,"',0,,1) 
Indem man dann wieder 
u = (a1. ), 
a, = (a, R) 
setzt, mithin 
a = (a) 
und noch | | 
a, = (@"’,a,71)) 1:3 
setzt, so hat man 
et 
Indem man durch Fortsetzen dieses Verfahrens die oberen Indices von ( 





4,1, 4,42 U. 8. w. immer mehr vermindert, fallen diese Glieder zuletzt ganz 
weg, und es bleibt mithin für a;”'' ein Ausdruck übrig, welcher nur mit 
ganzen positiven Zahlen (oder Null) multiplieirte Glieder der Reihe (a) 7 u 
enthält, und zwar als höchstes Glied «a;”. 8 


Man hat also die symbolische Gleichung | oe 


Een & 
sl 
— 


In-+1 In An—1 1\ 


3.) Tel", N... 









von 


ganz 
er mit 


 (a,) 





% 
3; 
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Durch dieselbe Betrachtung findet man 


(4) a" = (a, 0 ,... 4-1) 
und 
Ba ee) 
Setzt man r=() und berücksichtigt die oben gefundene Beziehung 
a” = a", so geht (3.) in 
In+i In—1 In— 3 1 
, Mm ——_ (a F d yir. a ) 


iiber, nun ist a’ = 1, also sind alle Glieder der Reihe (a), d.h. die Eulerschen 
Zahlen, ganze positive Zahlen. Nun folgt aus (4.) und (5.), dass, wenn 
alle Glieder der Reihe (a,_,) von a}; an ganze positive Zahlen sind, 
während die vorhergehenden Null oder ganze positive Zahlen sind, dies 
auch bei der Reihe (a,) von a“ an der Fall sein muss. Da dies nun bei 
den Gliedern der Reihe (a) wirklich von «a' an stattfindet, so ergiebt sich 
daraus, dass die Glieder der Reihe (a,) von a, an und allgemein alle 
Glieder jeder Reihe (a,) von a, an ganze positive Zahlen sind, während 
die vorhergehenden Glieder, wie oben schon bemerkt ist, sämmtlich Null 
sind. Aus den Gleichungen (1.) und (2.) folgt dann weiter, dass die Glieder 
jeder Reihe beständig wachsen. Nur die Reihe (@) macht insofern eine 
Ausnahme, als hier «= a”"'. Hierdurch geht (1.) in 
6.) at! = a'+201" 

über, es wachsen also die Glieder mit ungeradem Index und, was dasselbe 
sagt, die Glieder mit geradem Index, d. h. die Eulerschen Zahlen wachsen 
beständig. Aus (1.) und (2.) ergiebt sich noch ferner: ist a“ gerade oder 
ungerade, so ist auch a;’"' gerade oder ungerade, und ist a/*'" gerade oder 
ungerade, so muss auch a;”'" gerade oder ungerade sein. Je nachdem also 
das erste Glied einer Reihe (a,), welches nicht Null wird, nämlich «”, 
gerade oder ungerade ist, sind überhaupt alle folgenden Glieder gerade 
oder ungerade: Nun ist @ =1, a = 1, also sind allgemein alle Glieder der . 
Reihe (a) ungerade; ist aber r >0, so ist ad’ = 2.3...2r, also alle Glieder 
aller auf die Reihe (a) folgenden Reihen gerade. 

Da mithin a" (sobald » >0) eine gerade Zahl ist, so folgt aus (6.), 
dass wenn a” von der Form 4% +1 ist, auch a’"*' von dieser Form sein 
muss. Nun ist a@=1, also sind sämmtliche Glieder der Reihe (a), d. h. 
sämmtliche Eulerschen Zahlen, von der Form 44+1, wie schon Herr Syl- 
vester aus minder einfachen Betrachtungen gefunden hat *). 


*), Comptes Rendus T. 52 p. 212. 
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Aus (2.) folgt 


und aus (6.) 


ar E__ a?” +1 


2n-+-2 
a;" + u \ 
2 
also 
RT amt 5a?” +1 
dA, rn E 6 , 
> 


mithin ist @”"’—2a”"', d.h. E,.>—2E,,, durch 3 theilbar. Nun ist E,=1 
von der Form 3%4-+1, also E, von der Form 3%+2 und überhaupt E,, von 
der Form 3%k+2, E,,,, von der Form 3%-+1, keine Eulersche Zahl ist also 
durch 3 theilbar. Da zugleich jede dieser Zahlen von der Form 4k-+1 ist, 
so folgt, dass E,= 12k+5 oder =12k-+1, je nachdem » gerade oder un- 
gerade ist. Jedenfalls ist mithin E,-+ E, ;' durch 3 theilbar, und zwar, wie 
sich leicht aus (6.) ergiebt, 
E,+E,.ı = 3(at”— ai"). 


4. 
Betrachtet man die aus (1.) und (2.) folgenden Ausdrücke 
(7) art! = 3air+4dai" 
(8) & = daint'ba 
aus welchen 
ar”! = Zal”+16a”"+ 20a” 


folgt, so ist mithin 





at! = Zar 16a" mod 10, 
oder, da a)” eine gerade Zahl ist. 
art — Zar at"! mod 10. 
Ferner ist 
A 
WE San "da 
und, indem man ai” = 2a” "+ 3a” setzt. 
ar! — Zar Gar 


also 


9) am = Hda”’+ai” mod 10 
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und 


(10) ad = 24” +30" mod 10. 


ferner 
art! - Ga "+ 10a" a” mod 10. 


Da nun 4=0 und a =6, so folgt. dass überhaupt a" mit Null und 


a"+? mit 6 schliesst. Nun folgt aus (10.) 


a Aa ga 
4k-1-2 4 —1 p 4-41 mod 10. 
a, e - 2a) . -} ’ 3a, \ 


44+2 


demnach schliesst a? mit 8 und af*’ mit 2. 

Die Heihe (a,) hat also in Beziehung auf die letzte Ziffer ihrer 
Glieder eine viergliedrige Periode, indem je vier aufeinander folgende Glieder 
4k+1 4k+ 2 


7, , a‘ bezüglich mit 0, 2, 6, 8 schliessen. 
Aus (9.) folgt 


ar Hart! at mod 10. 


443 
1 u 


4k+1 


schliesst also «a mit 1, so muss, nach dem oben Bewiesenen, a” '* mit 


5 schliessen. Ebenso folgt aus 


ar = Hat’ alt? mod 10, 
dass a**° mit 1 schliesst. wenn a" 
464-1 


mit 5 schliesst. Da nun @ =1. so 
folgt, dass überhaupt « mit 1, a®'* mit 5 schliesst, d. h. die Eulerschen 
Zahlen schliessen mit 1 oder mit 5, je nachdem sie in der Form E,,,, oder 
E,, enthalten sind. Verbindet man dies mit dem oben (8.3) bewiesenen 
Satze, nach welchem E,,., in der Form 12k-+1 und E,, in der Form 12k-+5 
enthalten ist, so folgt, dass E,,., = 60h+1 und E,, = 60h-+5. 

Betrachtet man statt der Eulerschen Zahlen die Reihe (a). so kann 
man sagen, dass auch diese Reihe, wie die Reihe (a,). in Beziehung auf 
die letzte Zifter ihrer Glieder eine viergliedrige Periode hat. welche aus 
den Ziffern 1. 1, 5. 5 besteht. 


>. 
Aus der Gleichung (8.) folgt weiter, da a”"' eine gerade Zahl ist. 
nr = 4 mod 10, 


demnach schliesst @ mit 4 und a’ mit Null. Aber auch a” ''" und a®* 
schliessen mit Null. Ist nämlich nachgewiesen, dass bis zu einem be- 
stimmten » die Zahlen a. az...a’”"' sämmtlich mit Null endigen, dass dies 
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ferner bei den Zahlen der Reihe (a,) von a} bis a3’*' und bei den Zahlen 
der Reihe (a,) von a; bis a,"**” der Fall ist, so findet dies auch noch statt, 
wenn man n-+-1 statt » setzt, also allgemein. Aus 


u = art’ 100 

folet 
er = gt mod 10, 
mithin schliesst a,” mit Null, sobald dies bei a/”'” der Fall ist. Aus 
at = dei" +60;" 

folgt ferner 

u = mod 10, 
mithin, nach der Voraussetzung, a’*' = 0, und da 

3 = barr'+7a3"”,, 


so ist auch &”"" = 0, mithin, da a"? = 7a?"t?+8a}”t”, auch a” =0. Da 
ferner a" = 8a5"'’+9a,"”, so ist auch "= 0. Nun ist wirklich, wenn 
man2=1 setzt, a =0), , =0, &=0, ! =0, ,=0...a; = 0; also schliesst 
a,’ '' immer mit Null, und alle Glieder der Reihen (a,) und (a,) endigen 
ebenfalls mit Null. 

Wie die Reihe (a) und (a,) hat mithin auch die Reihe (a,) in Be- 
ziehung auf die letzte Ziffer ihrer Glieder eine viergliedrige Periode, welche 
aus den Ziffern 0, 0, 0, 4 besteht. 


b. 

Die eben bewiesene Eigenschaft der Reihen (a,) und (a,), dass alle 
ihre Glieder durch 10 theilbar sind, lässt sich dahin erweitern, dass über- 
haupt alle Glieder jeder Reihe (a,) mit Null schliessen, sobald r > 2. 

Aus der Formel (3.) folgt nämlich: 

a) Ist @” für ein gewisses » durch eine ganze Zahl p theilbar und 
nicht Null und sind zugleich die vorhergehenden Glieder der Reihe (a,) 
durch p theilbar oder Null, so ist auch a;"*' dureh p theilbar und nicht 
Null. Ist zugleich 2r.a’”}' durch p theilbar, so folgt aus (2.), dass auch 
a” und mithin auch «a’“'? durch p theilbar ist. Ist 2r.a’)' für jedes » 
) von a,” an durch 


F 


durch p theilbar, so sind mithin alle Glieder der Reihe (a, 
p theilbar und nieht Null. 
Als speecieller Fall folgt hieraus: 











a 
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b) Ist a)” für ein gewisses a durch eine ganze Zahl p theilbar und 
nieht Null, sind zugleich die vorhergehenden Glieder der Reihe (a,) durch 
p theilbar oder Null und ist a,”7' für jeden Werth von » durch p theilbar, 
so sind auch alle Glieder der Reihe (a,) von a” an durch p theilbar und 
nieht Null. 

Nun ist im Vorhergehenden bewiesen, dass die Glieder der Reihe 
(a,) sämmtlich dureh 10 theilbar sind, man setze daher zunächst r—1 = 5. 
Sobald aber r —4 ist, schliesst a” —=1.2.3.4.5...2r ($. 3) mit Null. 
während die vorhergehenden Glieder der Reihe (a,) Null sind. Aus dem 
eben Bewiesenen folgt also zunächst, dass die Glieder der Reihe (a,) von 
a, an ganze positive Zahlen sind, welche mit Null schliessen und, indem 
man dieselbe Betrachtung fortsetzt, dass überhaupt alle Glieder aller Reihen. 


von a,” an, ganze positive durch 10 theilbare Zahlen sind. sobald r —. 3. 
Setzt man r=5, so ist 2r.a,,' = 10a;”*" tür jedes » dureh 100 theil 


bar, zugleich ist a’, sobald r — 5. eine dureh 100 theilbare Zahl, während 
die vorhergehenden Glieder der heihe (a,) Null sind. mithin sind nach a) 
alle Glieder der leihe (a,) und nach b) alle Glieder jeder Reihe a 
sobald r — 5, durch 100 theilbar. Ebenso tolgt, dass alle Glieder jeder 
Reihe (a,), sobald r -—_ 10, dureh 1000 theilbar sind, und allgemein sind alle 
Glieder jeder Reihe (a,) mindestens durch 10”*' theilbar, sobald r 5m. 


Nach Gleichung (2.) ist für den Modul r 
a’'""==0, und nach (1.) ist @”=0, wenn a," und a4’ = 0 sind. Nun 


‚ wenn a" =0, auch 


> 1 | 


ist wirklich & "= 1.2...2r+1==0, während a, a5 u.s.w. gleich Null 
sind. Hieraus folgt zunächst a "’=0 und at =0. Daraus wieder, 


+ + 


nach (1.), a’ == 0 und a’ =0, also auch a, 0, 0, und indem 
man so forifährt, ergiebt sich, dass überhaupt sämmtliche Glieder der 
Reihen (a,) 


17 


auch bei den folgenden Reihen der Fall ist, und kann also allgemein 


und (a,,,) durch r theilbar sind. Ebenso findet man, dass dies 


sagen: die sämmtlichen Glieder der Reihe («a,) und aller folgenden Reihen 
sind =(0 modr. 

Demnach ist jedes Glied der Reihe (a,) und aller folgenden dureh 2. 
der Reihe (a,) und aller folgenden durch 2.3, allgemein, jedes Glied der 
Reihe (a,) und aller folgenden dureh 1.2...r theilbar. 

Man kann ebenso zeigen, dass alle Glieder der Reihe (a,) mit un- 
geradem Index und alle Glieder aller folgenden Reihen dureh 2r+1 theilbar 
sind, da nach (1.), wenn a”*'=0 mod2r-+1, auch a”, == 0 mod2r-+1 und 
10* 
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in der That a’*'=0 mod2r+1. Demnach sind auch alle ungeraden 
(slieder der Reihe (a,,,) und alle Glieder aller folgenden Reihen durch 
2r+1.2r--3 theilbar u. s. w. Es ergiebt sich also namentlich hieraus, dass, 
wenn 2r+1 eine Primzahl ist, die ungeraden Glieder der Reihe (a,) und 
sämmtliche Glieder aller folgenden Reihen durch das Produet der Prim- 
zahlen 1.2.3.5...2r-+1 theilbar sind. 

Der im Vorhergehenden bewiesene Satz, dass bei den Reihen (a), 
a,). (a,) in Beziehung auf die letzte Ziffer eine viergliedrige Periode statt- 
findet, während bei den folgenden Reihen die letzte Ziffer Null ist, lässt 
sich in folgender Form aussprechen: Man zerlege jede Reihe (a,) in vier 
Reihen, indem man aus den Gliedern der Form «a’”'' eine Reihe bildet, 


r 


7 


ebenso aus den Gliedern der Form a", a®'?, a’**, so hat jede dieser 
keihen die Eigenschaft, dass die erste Differenz ihrer Glieder (insofern 
man die Glieder der Reihe (a,) von dem ersten nicht Null werdenden Gliede 
a‘ an zählt) mit Null schliesst, welches auch der Werth von r sei. 


l. 


In Beziehung auf die Reihe (a,) ist noch weiter zu bemerken, dass 


+n +n 


die Glieder der Form a?” und a’”'' durch 4 theilbar sind, die Glieder von 


In +3 


der Form a!" und ai”'” aber nur dureh 2. 


Ist nämlich für ein bestimmtes n sowohl a}” als a}”'' durch 4 theilbar, 
so ist a” und a’”*” nur dureh 2 theilbar, wie aus 


art? = 2art'+ 3a; art’ = dat dat” 
folet, wenn man bedenkt, dass a”*' eine ungerade Zahl ist ($. 3). Ver- 
möge der Gleichung a}"'* = 2a”'’+3a}"*” muss also a,”'* als das Doppelte 
der Summe zweier ungeraden Zahlen durch 4 theilbar sein, und dasselbe 
folgt für a" aus a" = 3ay''*+4ad"*. Nun sind a, und a,, da sie Null 
sind, wirklich durch 4 theilbar, also ist der Satz allgemein richtig. Zugleich 
nur durch 4 und nieht durch 8 theilbar ist, und da 4a3”'* 


dureh 8 theilbar ist, so ist auch «@°'*" nur durch 4 und nicht durch 8 theilbar. 


tolgt, dass ay''* 


°. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich die bemerkenswerthe That- 
sache, dass die vorletzte Ziffer in allen Gliedern aller heihen eine gerade 
ist (Null eingeschlossen). Für die Reihe (a) folgt dies unmittelbar daraus, 
dass ihre Glieder in der Form 60k+1 oder 60k-+5 enthalten sind ($. 4). 
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In der Reihe (a,) schliessen die Glieder von der Form a‘* mit 8 ($. 4) und 
sind durch 4 theilbar, also muss die vorletzte Ziffer gerade sein, dasselbe 


gilt von ay'', welches mit Null schliesst und ebenfalls durch 4 theilbar 


ist. Da ferner a” 


+n-+3 


mit 2 und a; mit 6 schliesst und beide nieht dureh 
4 theilbar sind, so muss wieder die vorletzte Ziffer eine gerade sein. 

Da a;”*' durch 2, mithin da’ dureh 8 theilbar ist, zugleich «& = 1.2.3.4 
durch 8 theilbar ist, so sind alle Glieder der Reihe (a,) und mithin aueh 
aller folgenden Reihen durch 8 theilbar ($. 5. a). Nun schliessen in der 
Reihe (a,) alle Glieder mit 4 oder Null ($. 5), also muss die vorletzte 
Ziffer eine gerade sein. Dasselbe gilt von allen folgenden Reihen, da sie 
mit Null schliessen ($. 6). 


G, 
Man hat ($. 4) 
u ne, "ae 
rar 
mithin 
rd I HE. 


?n+3 


' mit derselben Ziffer (1 oder 5) schliessen, welcher 


Da nun a und a” 
eine gerade Zahl vorausgeht, so müssen die zwei letzten Ziffern in Ha" "—a”°) 
Nullen sein. Dasselbe gilt von 5(a1“''-a,””), da aj”*' und a’? mit der- 
selben Ziffer (0 oder 6) schliessen. Hieraus folgt 

11) r- = ara mod 100. 


Nun ist 


27 


+1 In ’ In-H1 ’'n / In In 
a"'—- a" = a" Ha" - (a ta 


= dla” +a" +4 + a") (a "+ a), 
aber 
4 +@"") = 16(a"+a” 7) +20 (+ 
also 
at —a” = Bla” +ar")+15(a” +a) +20 (+). 


Da aber @”"' und a?” mit Null schliessen. so hat man 

ar —- = 3a Ha" ")+ld (ara) mod 100. 
Da ferner von den zwei Zahlen a" und a’ immer die eine mit Null. 
die andere mit 6 schliesst, und bei beiden die vorletzte Ziffer eine gerade 
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ist, so schliesst 15(a,”"+a,”) mit 90 und mithin ist nach (11.) 
AZ ara" = I(arta”?) +90 mod 100. 
Ferner ist 
(12.) ar a Bar a?” } 3_ gr + e: art _ at - ie - 2a, FL ge 
(nach Gleichung (6.)), also 
(13.) 2lat’+a) = 3(a"+a"”)-+90 mod 100 
oder 
4a” ta”) = bla” + a”) -+80 mod 100. 
Da nun von den zwei Zahlen ai” und a’”*? die eine mit 2, die andere mit 8 
schliesst, während die vorletzte Ziffer bei beiden eine gerade Zahl ist, so 
ist Da’ ta" )= 50 und daher 
4(a” ta”) = a"+a"430 mod 100 
oder 
14) a”+ta”” = 4a"? ta")— 30. 
Andererseits ergiebt sich aus (13.) 
b(a”t+a”t), = Harte”) + 70, 
und zugleich ist 
b(art’+at?) = arttramt?L50, 
also 
HLant = Ita?) +20. 
Zieht man hiervon (14.) ab, so ergiebt sich 
tar - (Ha) Eder’ ta) +50 = 0 mod 100, 
also 
ta ta” mod 100. 
Nun ist »+a}=30, demnach schliesst allgemein a}”'’”+.a7”'* mit 30, und 
da a,+a, = 690, so schliesst allgemein af’+af”'” mit 90, d. h. je nachdem 
» ungerade oder gerade, schliesst aj”'"+a?” mit 30 oder 90. Hieraus folgt 


a —-d = 
mod 100. 
ara? — 60 


(seht man von & =2 aus, so kann man demnach nicht blos die letzte 
Zitter, sondern die zwei letzten Ziffern in jedem Gliede a‘ angeben. Diese 
Zittern sind nämlich (sobald a) mehr als eine Ziffer hat) 

02, 28, 62, 68, 22, 08, 82, 48, 42, 88, 
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worauf sich dann wieder dieselbe Reihe, mit 02 beginnend, wiederholt, und 
zwar bei den Gliedern der Form a”**” die Reihe 02. 62, 22, 82. 42, bei 
den Gliedern der Form a* die Reihe 28, 68. 08. 48. 88. 
Ferner folgt aus (11.) und (12.) 
art’ = 80) 
| mod 100. 
er er 
Da mın a=0 und a@=6, so werden die zwei letzten Ziffern in a,‘ 
die Periode 
00, 06, 80, 66. 60, 26, 40, 86, 20, 46 
geben, oder die Glieder der Form a}'*' die Periode 00, 80, 60, 40, 20 und 
die Glieder der Form a" die Periode 06, 66, 26, 86, 46. 
Ferner folgt aus (11.), dass auch E,,.—E, mit 80 oder 60 schliesst, 


je nachdem » gerade oder ungerade ist. Da nun E,= 1. E,=5, so haben 


die Eulerschen Zahlen in Beziehung auf die zwei letzten Ziffern ihrer Glieder 
die Periode 
01, 05, 61, 85, 21, 65, 81, 45, 41, 25, 


während bei der Reihe (a) jedes Paar dieser Endziffern wiederholt vorkommt. 


10. 
Aus der Gleichung 1.) folgt 
an er r+e 
oder 
a +9 = 10(a+a;”), 


mithin, da a,“ und a;" mit Null schliesst ($. 6), so ist 
(15. tr = 9 mod 100. 
Ferner ist 


en N 


u ee -9a;”*' 


oder, wenn man für a;"'' seinen Werth 7a?” +8a}” setzt. 


ın+2 __ 
+ 


a —= 9643" + 64a," + 9a," t!, 


l 


woraus 
at = a +4la" tal") mod 100 
folgt, wenn man bedenkt, dass 5a;''' mit zwei Nullen schliesst, und nach (15.' 


| 


16.) dt = mod 100. 
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Zugleich ist 
terre, 
woraus 
17.) tt = 8 mod 100 
folgt. Ist nun » ungerade, so folgt aus 
at = 5a” +6a;”, 
da @&” und a3” mit Null schliesst: 
18) at = a" mod 100. 
Zugleich folgt aus 
ar = Hdaa"t’+6as"t”, 
da &”'* mit 4 schliesst, 
er — rt 230 mod 100: 


da aber a”'’ mit Null schliesst und eine gerade Zahl vorausgeht, so 
folgt aus 


2n-+4 In+3 


at! — ba"t’+7a; 


auch 
(19) = a7" mod 100 
und aus der Verbindung dieser zwei Ausdrücke für a”'' 
at a" = Ta’ +20. 
Addirt man diesen Ausdruck zu (17.), so findet man 


at Lg ge ae 30 mod 100, 


da 1Da3”'? mit zwei Nullen schliesst. 
Nun folgt aus (16.) 


mod 100. 


Demnach ist 





20.) a’ +a,t = 20 mod 100, 
ferner nach (15.) | 
tan, 
also 
21.) ft —” = 20. 
(seht man also von a=0 aus, indem man » = 1 setzt, so ergiebt sich, dass 
die Glieder der Form a in Beziehung auf die zwei letzten Ziffern die 
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Periode 
00, 20, 40, 60, 80 
haben. Zugleich folgt aus (20.), wenn man mit «=0 beginnt, dass die 
Glieder der Form a5" in Beziehung auf die zwei letzten Zittern die Periode 
VO, 80. 60. 40. 20 
haben. 
Bisher wurde » als ungerade angenommen. Ist » gerade. so folgi 
aus (18.) 
rt et mod 100: 


dies führt, mit (19.) verbunden, zu 
at — | == Ta 
oder nach (16.) 


woraus mit nücksicht auf (17.) folgt 


at +’ = Dat’) mod 100, 


aber zugleich nach (15.) 
er +3 + re +2 ze 0. 
also 


J 


ut ed mod 100. 

sobald diese Differenz überhaupt aus mehr als zwei Ziffern besteht. Be- 
einnt man nun mit a=2 und geht demnach von a =0 aus, so zeigen die 
Glieder von der Form a}*" in Beziehung auf die zwei letzten Ziffern eine 
Periode, wenn man diesen Ausdruck hier brauchen will. bei weleher nur 
zwei Nullen als Schlussziffern vorkommen, und ebenso ist es bei den Zahlen 


der Form ai”, 
Aus (16.) folgt dann weiter, dass die Glieder der Form a‘'*?, wenn 
man von k=]1, also a; = (20 ausgeht, in Beziehung auf die zwei letzten 


Ziffern die Periode 

20, 40, 60, 80, 00 
und die Glieder der Form a5‘, wenn man von k=1, also a = 0 ausgeht, 
in Beziehung auf die zwei letzten Ziffern eine Periode haben, bei welcher 
nur zwei Nullen als Schlussziffern vorkommen. Nun ist 


?n+1 In ı 


4‘ = 1a; +8a,", 
mithin haben die Glieder von der Form a‘*', wenn man von d=0 aus- 
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eeht, die Periode 
00, 60, 20, 80, 40 


und die Glieder von der Form a!’ 


‚ Indem man von a =5040 ausgeht, 
die Periode 
40, 80, 20, 60, 00 


Beziehung auf die zwei letzten Ziffern. 


Nun wurde oben gezeigt, dass 8” =a;"""mod 100 oder a "= a;""?+20, 


je nachdem z gerade oder ungerade ist. Daraus folgt, dass in dem bisher 


»*, von @=( angefangen, die 


eebrauchten Sinne die Glieder der Form a 
Periode 
00, 20, 40, 60, 80 


k+1 


haben und die Glieder der Form a}"', von a; angefangen, eine Periode, 


welche nur aus den Sehlussziffern 20 besteht. 


Aus 
art? — 4ai"t!ıL Hart 
und 
at! = da?"+6a;" 


ergiebt sich 

at? — dar! 2a” +300;”. 
Da nun a;" mit Null schliesst und @” mit 0 oder 4, welchen eine gerade 
Zahl vorausgeht ($. 5 und $. 8), also jedenfalls 250” = 0mod100, so ist 


a * — 4a"! mod100. 


4k+1 3 


Aus den oben ($. 9) für a/'*" und a; gefundenen Perioden ergiebt sich 
also in Beziehung auf die zwei letzten Ziffern die Periode 
00, 20, 40, 60, 80 
für die Glieder der Form a’, von &=0 an gerechnet, und die Periode 
24, 64, 04, 44, 84 


für die Glieder der Form a?, von & = 24 an gerechnet. 





Vereinigt man das im Vorhergehenden bewiesene Verhalten der zwei 
letzten Ziffern in den Gliedern der Reihen (a), (a), (a;), (a,), (a,) mit der 
Bemerkung, dass in der Reihe (a,) und in allen folgenden Reihen die 
sämmtlichen Glieder mit . Nullen schliessen ($. 6, b), so ergiebt sich 


daraus ein dem am Ende des $. 6 ausgesprochenen Satze analoger, nämlich: 
Wenn man jede Reihe” (a,) in der dort angegebenen Weise in vier 
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Reihen mit den 


’ 


allgemeinen Gliedern a’”', a”**, a’, aX"'* zerlegt, so 
hat jede dieser vier Reihen die Eigenschaft, dass jedenfalls die zweite Ditte- 
renz ihrer Glieder (insofern man die Glieder, welche zwei oder mehr Zittern 
enthalten, berücksichtigt), welches auch der Werth von r sei. mit zırei 
Nullen schliesst, während dies mitunter schon bei der ersten Differenz der 
Fall ist. 
y8 

Man kann diese Betrachtungen auch auf die drei letzten Ziffern aus- 

dehnen. Zunächst kann man zeigen, dass 


2n+-3 In—1 


a"r’—a = ar - a"”+200 mod 1000, 


sobald aj”*'—aj”"* drei oder mehr Ziffern enthält. Man hat nämlich da (8. 9) 


In+3 2n—1 2 3 


- In In—3 ! s 2n- NnN—5 
a a — dar! — a”) +6 (art — ai"), 


n-+3 In— Int In ' fa Int In—3 
ae a ET Lt 


2 (a 
Nun schliesst «”"'—a”"* mit 80, wenn a’”*?’—a”' und also auch (Glei- 
chung (11.)) a’''—a}'”* mit 60 schliesst ($. 9). Man nehme daher an, es 
a” mit k.10°+60 und ai”*'— a” mit 1.10°+60, wo k und 
! kleiner als 10 sind, so schliesst mithin 10 (a” *'—a”””) mit 800; ferner ist 


12 (a"H"— ai”) = 21.10°+720 für den Modul 1000, also 


22a+3 


schliesse a 


10(a”r'"— a”) +12 (a ""—ai””) = 21.10°+520 mod 10°, 
mithin 
2 (at? — a”) = 2%.10°+120 = 21. 10°+ 520 mod 10° 
oder 


(k-N10° = 200 mod 10°. 


also k—!=2. Dasselbe Resultat ergiebt sich aus der zweiten möglichen 
Annahme, dass a”*’—a”” mit 60 und also a)”'—a)”” mit 80 schliesst. 


Man hat also allgemein 
k.10° = 1.10?+200 mod 10°, 

womit der Satz bewiesen ist. 

Da (nach Gleichung (12.)) @”*’—a”"' = 2(a}"'’+.aj"), so folgt hieraus 
weiter 

(22) atr—-a" = 2(art?+ a") — 200 mod 10°. 

Nun schliesst aj”*’+a” mit 30 oder 90, je nachdem » ungerade oder ge- 
rade ($. 9); je nachdem das eine oder das andere stattfindet, nehme man 
daher an, dass aj”*’+a)” mit %.10°+30 oder mit %.10°+90 schliesst. Man 
3% 
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hat also im ersten Falle 
a — a, = (2k —2)10°+60 mod 10°, 
und im zweiten 


a'-a" = (2k—1)10’+80 mod 10°, 


d.h. je nachdem rn ungerade oder gerade, schliesst a” "'"—a”” mit einer 


geraden Anzahl von Hunderten +60 oder mit einer «ngeraden Anzahl von 
Hunderten +80. Jedenfalls hat man 


n—]1 n—1 


- 4 )-(an!-a) = 21.10° mod 10', 


> 
n-+9J 


(23) (a, 
d.h. die letzten zwei Ziffern dieser Differenz sind zwei Nullen. welehen 
eine gerade Zahl (oder Null) vorausgeht, und dasselbe gilt mithin auch 





von der Differenz ! 

2 (a "+01 )—2(a” ta” 
Benutzt man den in 8. 9 für a)” — en u ä Werth, so findet man 
aus (22.) für den Modul 10° die Congruenzen 

2 (at aı"?°) — 200 = = 3(a!" HB a) + Aa? a) — (a? HL ar) 
2. (a Ha) —200 = Flat a) + HE) — (at Ha"t), 
also auch 
a Ha) —2lat+tart) = Bla’ + a") — 3 (a”t’+ ai”) 
+4(a" tt a;”) - (ar? air), 
und wenn man auf beiden Seiten 2(a”""*+ a”) — 2(a"*’+a”) addirt und 
mit 2 multiplieirt: 
4a +a)— 4a” +a") = 10(a”+a*)— 10(ai"’’+ai”) 
+8(a""’- a") — 2 (a a"). 
Aber 
a" ta = La” —- a) HR - ), 
also 
Lara) 2 (ai a”) = 0 lat? air) +40 (RA). 

Nun schliesst ($. 10) ”*’—a3””', je nachdem » ungerade oder gerade ist, 
mit 00 oder mit 20, also 40 (a "’— a3”) mit 000 oder mit 800. Ferner ! 
schliesst (8. 9) ai”"’—a””"' ım ersten Falle mit 80, im zweiten mit 60, also I; 
30 (a}"*’—a;”"") im ersten Falle mit 400, im zweiten mit 800. Mithin ist, I ı 


.a 


je nachdem » ungerade oder gerade, für den Modul 10° | 
La)" +6 ı +a"tt)— Aa” +? ’+- ai") zit 10 (a‘” r+ +a at?) — 1( )(a}” HA a”) + 400 ( 
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oder 


—= 10(at’+ at”) — 10 (air + ai”) + 600. 
Nun schliesst im ersten Falle a?”'**+ a””*" mit 90 und a’”*’+ai” mit 30, also 
10 (a*+?+ a}""?)— 10 (a}”t?+ai”) mit 600, während im zweiten Falle diese 
Differenz mit 400 schliesst, da dann a)”'*+a”** mit 30 und aj”'’--a” mit 
90 schliesst. In beiden Fällen zeigt sich demnach, dass die Differenz 
(a + ai") — 4(ai”*’+ a”) nur volle Tausende enthält, also mit drei Nullen 
schliesst. Vermöge der Formel (22.) ergiebt sich hieraus weiter, dass auch 


5 


La — a )—2 (a) "— ar”) mit drei Nullen schliesst. Also muss 


(a —- a )—- (a —aı) 
entweder mit 500 oder mit drei Nullen schliessen, sobald diese Differenz 
nicht weniger als drei Ziffern enthält. Nach Formel (23.) ist aber nur die 
zweite Annahme zulässig, also hat man nothwendig 


(24) ar -an = ar —-a mod 10°. 


Da nun a —-a, = 180 und a; —a, = 7260, so wird überhaupt a,”""— ay””° mit 
180 oder 260 schliessen, je nachdem » ungerade oder gerade ist. 
Durch Verbindung der Formeln (22.) und (24.) findet man ferner 
ben) 


th) ! >n+4 


(at Lat) = 2(ai"t’+0”) mod 10°, 


und mithin nach (12.) 


In--7 ) 3 ) 


ru ie mod 10°. 


sobald diese Differenzen mehr als zwei Ziffern enthalten. Nun ist (nach 
(12.) und (22.)) 


) 


a" — a" = a" —-a "+200, 





also da aH—a "= 180 oder = 260, je nachdem » gerade oder ungerade, 
so wird a”'’—a”', d.h. die Differenz der Eulerschen Zahlen E,..— E, mit 
380 oder 460 schliessen, je nachdem » gerade oder ungerade ist. Dies ist 
der in $. 1 erwähnte von Herrn Scherk bemerkte Satz. 


12. 

Diese elementaren Betrachtungen lassen sich sowohl in Beziehung 
auf eine grössere Anzahl von Endziffern, als auch in Beziehung auf die 
Eulerschen Zahlen höherer Ordnungen fortsetzen. Man wird aber schwerlich 
auf diesem Wege zu einem allgemeinen Gesetze kommen. Dies gelingt 
dagegen, wenn man an die Resultate anknüpft, welche Herr Kummer in 
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einer in diesem Journale (Bd. 41 S. 368 ff.) befindlichen Abhandlung ge- 
funden hat, wo in wenigen Zeilen sowohl die Theorie der Bernoullischen 
als der Eulerschen Zahlen ganz ausserordentlich erweitert worden ist. Diese 
Abhandlung schliesst mit einem allgemeinen Satze, welcher mit der hier 
angewandten Bezeichnung sich folgendermassen ausdrücken lässt.  Be- 
el 


h 
5 und ”9B der hte Binomial- 


zeichnet p eine ungerade Primzahl, ist « = a 


coeffiecient der Potenz n, so ist 


1 


E; +nu "DB ( — 1) E,ro-yut "B E, (n—2) u +. % E, = mod er, 


wenn k — 4n, wo im letzten Gliede immer das obere Zeichen zu nehmen 
ist, wenn p=4m+3, dagegen, wenn p=4m-+1, das obere oder untere, je 
nachdem » gerade oder ungerade. 

Führt man statt E die Glieder der Reihe (a) ein, so kann man diese 
Formel in doppelter Gestalt schreiben, je nachdem man a” oder a””" statt 
E, setzt. Zieht man diese beiden Formeln zusammen, indem man s statt 
2k oder statt 2%—1 setzt, so erhält man 

1 p—! 
(25) a IH 1)? aD +. +a = 0 mod p” 


mit der Bedingung s — n. 
Man betraehte zunächst den einfachsten Fall. wenn » = 1. dann er- 
giebt sich aus (25.) 
rl 


5 


(6) am ( 1)’ ad = 0 mod p, 
sobald s—1. Ist s=1, so folgt, da ad =1, 
p—1 p—1 


a@—(—-1)" = —(-1)" =0 mod p, 


pr! 
2 


und ferner, wenn man s=p-+l1 setzt, 


py—1 p—1 
a’—(-1)? @tt=E,—(-1)° E,u=E, (1 mod p, 


d.h. E,=1 mod p*). 


*) Dies folgt übrigens auch aus der Eulerschen Formel (Inst. cale. diff. $. 226) 


E„— 


2n.2n--1 —_ 2n.2n—1 
—_ —_ . # om... ——— _— - -_—— N nn ng 
1.2 E.-ı l 4 1.2 E - ( 1) 0. 
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Nun ergiebt sich aus (26.), indem man s=p setzt, 


pl p—1 
a (N)? e=0 oder Eon . -—-D’ En=0 mod p. 
+1 


» 


) 


- 


Ist also p=4m-+]1, so heisst dies 
Eon ‚SE. =! mod p, 


= +1 s Hl 


- - 


ebenso findet man, wenn man s= 2p setzt, E,,_, .=1 und allgemein 
n Hi 


E on) „= 1 mod p. 


> 


- 


Ist dagegen p=4m+3 also E,,=-—]1, so findet man allgemein 


bu 


(?k+1) Hi 


2 


13. 
Es lässt sich nun leicht zeigen, dass die Gleichung (26.) auf die 
Eulerschen Zahlen jeder Ordnung ausgedehnt werden kann, d.h. man hat 
allgemein 


p—1 
2) ar —- (N) EI mod p, 
sobald s — 1. 
Gilt nämlich diese Congruenz für ein gewisses r, so muss sie auch 
für r+1 gelten. Man betrachte zuerst die Glieder der Reihe a,,, mit ge- 
radem Index. Da nach Formel (1.) 


(2r+2)a, = a" —(2r+1)a;”, 
so ist auch 

y—1 y—1 p- l 
(2r+2) [a P"—(—1) ’ ar,])=a;"r—(—1) ? ar —(2r+1)[ajrtr—(—1) °’ aö). 


Nun soll, nach der Voraussetzung, der auf der rechten Seite stehende Aus- 
druck (für den Modul p) =0 sein, also gilt dies auch von dem auf der 
linken Seite stehenden. Jedes Glied der Reihe (a,,,) ist aber dureh r+1 
theilbar ($. 6), ist also p ein Factor von r+1, so ist jedes Glied dieser 
keihe durch p theilbar; ist dies nicht der Fall, so muss man 
y—1 
at _ (1)? 08, = 0 mod p 
haben, diese Congruenz gilt also allgemein, sowohl wenn p ein Factor als 
wenn p kein Factor von r+1 ist. 
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Ferner ist nach Formel (2.) 
Ar +H3)ai = a —(2r+2)art!, 
also 
pi 
(Zr+3)le?"—-(—-1)' at 
p—1 p—1 
u. a. u (—1) 2 a," _(2r-+ 2)[a;t' tr! — (—1) 2 a t'], 

es ist also nach dem eben Bewiesenen der auf der rechten und mithin auch | 
der auf der linken Seite stehende Ausdruck =0 für den Modul p. Nun 
ist jedes Glied der Reihe a,,, mit ungeradem Index durch 2r+3 theilbar 
($. 6), also auch durch p, wenn dieses ein Factor von 2r+3 ist. Im ent- 
vegengesetzten Falle muss man also | 

ae (NY)’at = (0 mod p Ä 


haben, und mithin gilt diese Congruenz ebenfalls allgemein. Es ist dem- 
nach bewiesen, dass sobald die Congruenz (27.) stattfindet, sie auch noch 
gültig bleibt, wenn man r+1 stait r setzt. Da diese Congruenz nun in 
der That für r=0 bewiesen ist, so gilt sie allgemein für jedes r. 

Aus dieser Congruenz folgt unmittelbar, dass wenn a=0 mod p, 
auch «’”"=0 sein muss. Nun ist, sobald # >0, jeder der Ausdrücke 


p, 


a., @&,... a,‘ Null, also sind auch a’, a?*', ... a/*”” sämmtlich = 0, 

und indem man diesen Schluss fortsetzt, findet man, dass überhaupt, wenn 

k irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, die Ausdrücke a""+! bis 
oO oO 7 


a,” sämmtlich (für den Modul p) =0 sind. 


Wenn man in (27.) s+p-—1 statt s setzt, so folgt 
p—1 
are _ (1)? area) — (1) 0 mod p, 
und indem man so fortfährt, findet man allgemein 


iu 
28) art d_ 1) ’d=0 mod p. 


Hieraus liessen sieh viele einzelne Theoreme ableiten. Setzt man z.B. 





s=-2, r=1. so ist ® =2 und daher 
are dd —2 ode =(—1)2, 


je nachdem p =4m+1 oder = 4m+3. 





Setzt man s=2n und 2n+k(p—-1l)=2n', so wird (28.) 
k(p—1) 
ara) — (—]1) ° a," mod p 
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(p—I) 
n+k . 
(—1)"a;" == (—1) 2 u 


d.h. 

(1a = (-1)" a” mod p. 
In dem besonderen Falle, wenn r=0, giebt dies 

29.) VE, = (-NV”E, mod p. 

In dieser Form hat Herr Sylvester diesen speciellen Satz, jedoch in allge- 
meinerer Weise, ohne Beweis gegeben *). Nach ihm ist nämlich 

(-I’E, = (-1)"E, mod p'', 
wenn 22—2n' ein Vielfaches von (p—1)p’ ist, woraus also (29.) für ö— 0 
folgt. Der allgemeinere Satz bedarf aber der Beschränkung. und lässt sich, 
soweit er richtig ist, leicht an die Formel (25.) anknüpfen. Diese Formel, 
sowie die daraus abgeleitete Formel (26.) beruht nämlich auf dem Fermatschen 
Satze, nach welchem a’ = 1 modp, wenn «& nicht durch p theilbar ist. 
Nimmt man aber statt der Primzahl p die Potenz p'*' und benutzt den ver- 
allgemeinerten Fermatschen Satz, nach welchem or = () modp''', so er- 
giebt sich unmittelbar aus der Kummerschen Beweisführung die Congruenz 

(p—1)p 
30) am (1) ? ao =0 mod p"", 

unter der Voraussetzung dass s — +1, und hieraus findet man wieder 


kp—1l)p' 
7 


ara w_(_1) ? d=0 mod p. 


Setzt man also s=2» und 2»-+k(p—1)p = 2n', so erhält man 
n+k(p—1)p 

(-1)a” = (-1) ’ arte 
oder 

(-1’E, = (-1)”E, mod p'*. 
Dies ist die Sylvestersche Formel. Ist aber s<i+1, so zeigt dieselbe Be- 
trachtung, dass dann nur die Congruenz 

k(p—1)p' 


at! _ 1) ’a=0 mod p', 


$ 


(-1"’E, = (-1N)”"E, mod p' 


*) Comptes rendus de l’Acad. des Sc. T.52 p. 212. 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 2. 12 





Stern, zur Theorie der Eulerschen Zahlen. 


90 
It .B.p=3, s=2, k=1,i=2, also s<i+l1, 


nothwendig stattfindet. 
so ist nın a„=1, ” =10. Nach Herrn Sylvester müsste man also haben 


Euo=Z-E, mod 3°; 


allein es ist E,=1, Eu = 370371188237525, also E„+E, nur durch 3°, 


und nicht durch 3° theilbar *). 


15. 
Man hat allgemein für jede ungerade Primzahl p 
Za'=]1 mod p. 


Ist nämlich p=3, so it 9 =2, also 2a =1 mod 3. 


Ist >53 und man setzt in Formel (1.) 
ER U mn. 
a=p-i, 1r=77-, 


pl, 


ai, = (p-Daii+(p-Natz}; 
2 2 


so folgt 


man 


mithin, da, wie ($. 13.) gezeigt wurde, a =0(, sobald r — 1, so hat 
(p-2)a553+(p-1)a}Z: 


Da ferner 
a, =—]1 


-—— 
a — . 


($. 3), so ist 


p—1 
u FT 29; 2a; =1 mod p. 


1; ist p>5, so findet man ebenso 


Ist mithin p=5, so ist 2a 


(p-Nati+(p-3)arZ} = 0, 

mithin 2 
a! BER un ar RR... 
a St A Te ee 7 


> 
2 


und demnach, wenn p=1, 2a = 


*) Die Bedingung sZi-+1 ist Jedenfalls erfüllt, wenn man s=pi setzt; je nachdem 


p = 4m-A1 oder = 4m-+3, ist also nach (30.) 


gi+l ı i+1 ba En 
a” —-ar ode + = 0 mod p'*!, 


1 = 0 mod pt", 


d. h. ke 
EynutE,; 


5 


n| 
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Geht man auf diese Weise fort. so findet man 


l 


& ” 13.0 -0, „5 4.6...(p—1) 
pi — ap! Sure A BB ._———__ 
hand 2.4...(p—3) \ = 2.4...(p—3) ’ 


also allgemein 


: -1 
(31.) Zar =l oder az e 


Aus Formel (6.) folgt dann weiter 


a’ = ar'+2al': 
p—1 
mithin da a =(—1) ’ ($. 12): 
p—1 

aı1= (—1)', 
d.h. a'=0 oder =—2, je nachdem p=4m-+1 oder 4m-+3. Dasselbe 
gilt also auch von a’. Setzt man nun in (26.) für s den Werth p—2, 
wodurch man 


pl 
ae) (—]) 2 zum () 
erhält, so findet man, wenn p=4m-+1: 
ar = ( mod p, 


und indem man so weitergeht, ergiebt sich in diesem Falle allgemein 
ar dA=(, Ist aber p=4m-+3,. also "= —2, so findet man 
ae =2(—1), 
Ynn 

wofür man auch 2(—1) ° schreiben kann. Setzt man k(p—1)=2n, so 
sagt dies: es ist &,=0 oder = (—1)"2 für den Modul p, je nachdem 
p = 4m-+1 oder 4m-+-3. Auch diesen Satz hat Herr Sylvester (a. a.O. p. 163), 
ohne Beweis, in der allgemeineren Form ausgesprochen: wenn k(p—1)p' = 2n, 
so ist E,=0 oder = (—1)"2 für den Modul p'*'. Ich habe schon oben 
über diese Verallgemeinerung und ihre Beziehung zu dem einfachen Satze 
gesprochen. 

Es liessen sich auf demselben Wege noch viele einzelne Sätze ab- 
leiten. Z.B. folgt aus Formel (2.) 


a —= 2a" + 3a”, 
also nach (31.) 
“ER ai ‚pH, , 
3a?” = 7, oder —-44 modp, 


12" 
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je nachdem p=4m-+1 oder =4m+3. Ferner folgt aus (1.) 
ad — Zart'+4dar!: 


mithn da «=0 (8 13), so it 8a" =—3, ebenso folgt aus (2.) 
a —=4al”+5a”, also 24" = 96a +120a%””, 
mithin ergiebt sich aus den vorhergehenden Congruenzen 243" = —5 oder 


40a" = —5l, je nachdem p=4m+1 oder = 4m-+3. 


16. 

In derselben Weise, wie oben die specielle Formel (26.) auf die 
Eulerschen Zahlen höherer Ordnung ausgedehnt worden ist, kann dies auch 
bei der allgemeinen Formel (25.) ausgeführt werden. Man hat nämlich 
für jedes r 

p—1 


1 
(32.) a Pr IIH(— 1)? are DdL.+a = 0 mod p”, 


wenn s—n. Da diese Formel für r=0 in die Formel (25.) übergeht, so 
braucht man nur zu zeigen, dass sie noch für r+1 gültig ist, wenn sie bis 
zu einem gewissen r gilt. 

Man setze wieder zuerst s= 2%, dann hat man nach Formel (1.) 


) p—1 
/ \ » Y / er2 2:4 — = 2 
(7 erDler” IHN)’ TED +..+a/,] 
33.) | .> 
(99.) u art4no-1)_ "B(—1) 2 a” HHRDODL..Ha%t! 


1 p—!1 
\—(2r-+1) late) — rB(—1) 2 ar RIEDL ..dar]. 
Es wird nun angenommen, dass der auf der rechten Seite des Gleichheits- 
zeichens stehende Ausdruck durch p” theilbar ist, also muss dies auch bei 
dem auf der linken Seite der Fall sein. Ist nun r+1 nicht durch p theil- 
bar, so folgt daraus von selbst, dass man 
pl 


l 
3) ; 2k-H+nv—1 2 2kH+(n—1)(p—1 2k len 
(34. ) a, 1 a za 12), ( i 1) d, 1 F ) + ER + d,., ı — ( mod p" 


hat. Diese Congruenz muss also auch dann noch gültig bleiben, wenn 
r-+1 durch p theilbar ist. Es ist nämlich zu bedenken, dass vermöge der 
Formel (1.) der Ausdruck a’”*"'—(2r-+1)a’” immer durch 2(r-+1) theilbar 
ist, was auch » sei. In der Gleichung (33.) wird also der rechts stehende 
Ausdruck immer durch 2(r-+1) theilbar sein, auch wenn statt p irgend eine 
andere Zahl gesetzt wird. Wenn daher dieser Ausdruck unter der Voraus- 
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setzung, dass p eine Primzahl ist, durch p" theilbar ist, so bleibt diese 
Eigenschaft auch, wenn man ihn erst durch 2(r+1) dividirt, mithin ist auch 
der Ausdruck (34.) in jedem Falle richtig. Ist s=2%-+]1, so hat man nach 
Formel (2.) 


) p—1 
(2r + 3) Dry rap) _"P (1 2 er Hn—1)(p—1 +... + a‘ 7 
| p—1 | 
— ar +n(p—] Ze , (—1) 2 ur H(n—1)(p "+ E + ar 
) p—1 
sr (2r-+2) la;‘* 1 rn(p—1)__ "B(—1 ) 2 a, 1+ Rp) + + a” N " 
Nach dem eben Bewiesenen und der Voraussetzung ist der auf der rechten 
Seite stehende Ausdruck, auch wenn man ihn erst durch 2r-+3 dividirt. 
dureh p” theilbar, mithin hat man in allen Fällen 
p-]1 


1 
5.) FE DIB—])? ERTDOETdL. + = (0 mod p”. 


Die Formeln (34.) und (35.) zeigen daher, dass die Formel (32.) auch noch 
gültig bleibt, wenn man r-+1 statt r setzt, und daher allgemein richtig ist. 


17. 

Eine ähnliche Betrachtung wie die, aus welcher die Formel (25.) ab- 
geleitet ist, die sich auf die ungerade Primzahl p als Modul bezieht, giebt 
einen wesentlichen Ergänzungssatz, der sich auf die Zahl 2 als Modulus 
bezieht. 


1 


Setzt man nämlich et e”i"<=xz, so ist te — z—?2 und 


i w,. > wi ) 
R 2 1 
Ft = = — 
e' + e” X ‚Au 
2 FR: 
Man hat daher 
m h ah 
Fx = B) u 3 
1,x ® 
nun ist 
 aze — (e: + e” ya 2 — aaa 4, ee } . 
U). r 
also 
h 11 47 
Fr = EB, Ih etm)z 
1,0 U, 
und 


11 m 


h 
F*x un 55-7, „2 (h en mi* etz, 


I, U.x 
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Ferner ist 
AEst _ . 
Fr 41.2...26 


(—1)* ak 2? 
4.2... 
und 


m m 


(—1)'a* = F*(0) = 22"3.2' (h+ m)”. 
Hieraus folgt ir 


e 2 
\-1'a” "dr art IB rl rar 
(36.) 


m m 


E72’ (h+m)*[1— (h-+m)”]”. 


1,02 U, 


Nun ist von den zwei Ausdrücken A+m und 1— (h-+m)” immer einer durch 
2 theilbar, die Doppelsumme ist also durch 2°” oder durch 2”, also jedenfalls 
durch 2” theilbar, sobald 2%—n. Man hat mithin auch 


1 
a — dla +... (1) at = mod 2”, 
sobald 2% — n, oder 
1 
(37) HB Var Ve Hat mod 2”, 
d. h. also 
1 2 
(38.) Em —"d (-1)'E, rt BEra- tt E, = 0 moa gg 

Das Zeichen des letzten Gliedes ist hier wieder, wie in $. 12 zu bestimmen, 
so dass man immer das obere Zeichen nimmt, wenn £ ungerade, dagegen 
wenn £ gerade, das obere oder untere, je nachdem n gerade oder ungerade. 

Da man in (37.) auch 2%—1 statt 2% setzen kann, so kann man statt 


dieser Formel auch schreiben 
1 


(39.) a’ an Tee L)’a' Fan) 4 Ei +a = (0) mod 2” 
Ebenso wie (36.) könnte man auch die Formel 
1 2 
| (—1)* a" +” (—1)* rt 2 4 B (—1)*+? arrt 4 -- ER 4 (—1)*+” a +2nt 


(40.) hm ’ m j | i .. 
| = 32% "B(h+m)"[1+(h+m)"]" 


1,0 0, 
entwickeln, aus welcher sich ebenso ergeben würde 
1 
are y (1) ae + Br. + (—1)"” a’ = mod 2", 
oder 
1 
Ein t+”"B (1 Eur m-u: + + (—1)"” E., =( mod 2”, 
Verbindet man diese Formel mit der Formel (38.) durch Addition und Sub- 
traction, so ergiebt sich daraus weiter, dass 


2 4 
Eiturt "D Eura-nrt "D Ex ;n9 +e=(0 mod 2”! 
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und 
1 3 
"BE ,an. + "BE ,;n- ut = 0 mod 2°! 


Alle vorhergehenden Formeln lassen sich nun wieder auf die Ewlerschen 
Zahlen höherer Ordnung übertragen. Namentlich findet man durch Wieder- 
holung des früher angewandten Verfahrens 


1 
(41.) art?“ —"B(— 1)'a; s+2(n—1)Jt +: ta‘ em () mod In 
Man kann nämlich wieder sagen, ist diese Formel bis zu einem gewissen 
r richtig, und man betrachtet zuerst die Glieder der Reihe a’*' mit geradem 
Index, so ergiebt sich, unter Benutzung der Gleichung 


(2r-+2) er, Bun rolle — (2r+1)a)” 
der Ausdruck 
ar +2) [a Ba +4 tar,,) 
2 art'?? Int Bl at d 4... tat! — (2r- +1)[a: s+?nt Barton Du], 
wo nun s eine gerade Zahl ist. 

Hieraus folgt zunächst, dass der auf der linken Seite stehende Aus- 
druck =0 mod 2” ist. Es ist aber ferner zu bemerken, dass der auf der 
rechten Seite stehende Ausdruck durch 2r-+2 theilbar ist, was auch n sei. 
Zwischen der Zahl 2r+2 und der Zahl » findet also gar kein Zusammen- 
hang statt; die Eigenschaft, dass der auf der linken Seite stehende Ausdruck 
durch 2” theilbar ist, hängt nur von » ab, dieser Ausdruck wird also auch 
noch durch 2” theilbar sein, wenn man ihn durch 2r-+2 dividirt hat, und 
daher auch 


a) er BP Narr "+... tanz 0 mod 2", 
Mit Hülfe der Gleichung 
a = 2(r+1)a”t+(2r+3)at' 
schliesst man alsdann hieraus weiter, dass die Gleichung (42.) auch dann 
noch ihre Gültigkeit behält, wenn s eine ungerade Zahl 


18. 


Bezeichnet wieder p eine ungerade Primzahl und setzt man 22=p-—1. 


so geht die Formel (41.) in 
p1 


2 


1 
ae) _rB(—1) 5 at dErd +. +4ad= mod Ir 


über. Verbindet man daher diese Formel mit der Formel (32.), so er- 
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giebt sich daraus der Satz: Wenn p eine ungerade Primzahl ist und zugleich 
s—n, so hat man 
1 u 
ara B—1)? arte dEd +. +a=0 mod 2” p". 
Fine besondere Beachtung verdient der Fall, wenn man p=5 setzt; dann 
folgt nämlich, dass 
1 2 
ar" — "Barttnl) 4 " arrtı-9 +... +e@ = (0) 
für den Modul 10”. 
Nun ist aber dieser Ausdruck nichts Anderes als das allgemeine 
Glied der „ten Differenzreihe der Reihe 
a at a” 
Beginnt man also mit dem Gliede, bei welchem zuerst s— r, und bildet die 


vier Reihen 


a‘ at art 
art at ar 
Ar ee 
at 2, TE 


so hat jede dieser vier Reihen die Eigenschaft, dass spätestens in der nteu 
Differenzreihe jedes Glied mit » Nullen schliesst. während dies in einzelnen 
Fällen schon bei einer früheren Differenz stattfinden kann. Berücksichtigt 
man also nur die letzten » Ziffern in den einzelnen Gliedern dieser Reihen. 
so kann man sie als Reihen betrachten, deren »t° Differenzreihe Null, oder, 
was dasselbe sagt, deren (a—1)'® Differenzreihe constant ist, wenn dies nicht 
schon bei einer früheren Differenzreihe der Fall ist. Sobald man also die 
letzten » Ziffern einer genügenden Anzahl der ersten Glieder dieser Reihen 
kennt, kann man daraus die letzten » Ziffern aller folgenden Glieder durch 
dieselbe allgemeine Formel finden, welche die Glieder einer Reihe mit con- 
stanten Differenzen angiebt. 

Die Eulerschen Zahlen aller Ordnungen gehören also zu einer eigen- 
thümlichen noch nicht beachteten Gattung von Reihen, welche ein Zwischen- 
glied zwischen den Reihen im Allgemeinen und den Reihen mit constanten 
Differenzen bildet, indem hier die Differenzen nicht absolut constant sind, 
sondern nur relativ, so dass nämlich für die letzten » Ziffern von einem 
bestimmten Gliede an spätestens die (n—1)!° Differenzreihe constant ist. 

Betrachtet man namentlich den Fall, wenn r=0 ist, wodurch man 
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also auf die einfachen Ewlerschen Zahlen zurüeckkommt. so fallen hier. von 


den vier Reihen, wegen a’ 


—= @” immer zwei zusammen, oder, mit anderen 
Worten, man hat die Kulerschen Zahlen nur in zwei Reihen 
E,E E, 
E;, E, E 
zu zerlegen. 
Setzt man n = 2, so folgt aus 


.=E =1: a,=E,=61l: u = E, = 50521 ..... 





wenn man nur die zwei letzten Ziffern berücksichtigt. dass die erste Differenz 
eonstant = 60 ist; es Ist also überhaupt, wie schon oben auf anderem Wege 
sefunden worden ist (8. 9.), E14 —E:.-ı — 60 und daher allgemein, insofern 
man nur die zwei letzten Ziffern berücksichtigt, von m=1 an 


E;,..ı = 14 60m. 
Ebenso findet man aus 


«,=E=93: =E,=138; a,= E, = 2702765, 


0 


insofern man nur die zwei letzten Ziffern berücksichtigt, E,,..—E,.=80 und 
E,, = 3+80 (m—1) 


von m=]1 an. 

Setzt man = 3, so würde aus dem Obigen nur folgen, dass in Be- 
ziehung auf die drei letzten Ziffern die dritte Differenzreihe Null ist, allein 
in diesem Falle findet dies schon bei der zweiten statt. Beginnt man nämlich 
mit , = E,, so zeigen die oben angegebenen Werthe von E;. E,, E,, dass 
die erste Differenzreihe E,—E,. E,—E,.... insofern man nur die drei letzten 
Ziffern berücksichtigt. constant ist und den Werth 380 hat, wie schon früher 
(8. 11.) gefunden wurde, und daher in diesem Sinne allgemein 

E,. = 5+380 (m —1) 
ist, und ebenso findet sich 
Ezn+ı = 614460 (m—1) 
von m=1 an. 
Berücksichtigt man nur die sieben letzten Ziffern, so findet man 
E,=61, E,=50521, E;=---9360981, E,=---9675441, E,= "3137901, 


E1 =: 3892361, E,= --- 3682821. E,- = :--1453281 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 2. 13 
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und 
E,=5, E,=138, E,= 2702765, E,= --- 1512145, E„ = --- 8237525 
E. = :-- 7086905, E,=:- 9468285, Eis =: 4789665 *). 


In Beziehung auf die sieben letzten Ziffern wird hier die sechste 
Differenz constant, wie es nach unserer Theorie sein muss, und zwar ist 
sie bei der ersten Reihe = 4000000, bei der zweiten 800000, und man 
findet allgemein, insofern man nur die sieben letzten Ziffern berücksichtigt, 


E,.., = 61450460” 4 926000"-"B-1744000"-18 
+400000”-"8-+1600000”-"8 +4000000”-1 8, 
E...: = 1385 42701380”-'8 46108000 "8 41808000 "8 
+2400000”-18- 800000” 8 


von m=1lan. 

In derselben Weise kann man auch bei den Eulerschen Zahlen 
höherer Ordnungen jede Anzahl von Endziffern allgemein bestimmen. So 
findet man z. B., indem man nur die vier letzten Ziffern berücksichtigt, aus 


aÜ=28, am=:-4568 a) =.-9108, ar = 1648, a" =... 0188 


die Formel 


.m— 3 


at" = 2844540 (m—1)+8000 ”— 





1.m— 2 
1.2.3 


von m=|]1 an. 





*) Die letzten sieben Ziffern für E,,, E,,, E,, habe ich selbst berechnet, die übrigen 
sind der oben angeführten Abhandlung von Herrn Scherk entnommen. 


Göttingen, im Juni 1874. 
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Erzeugnisse, Elementarsysteme und Charakteristiken 


von eubischen Raumeurven. 
(Von Herrn Rudolf Sturm in Darmstadt.) 


Duren sechs Punkte im Raume ist bekanntlich eine und nur eine 
eubische Raumeurve möglich; durch fünf Punkte gehen x’, durch vier 
Punkte ©° eubische Raumeurven; mit den Systemen der Raumeurven dritter 
Ordnung durch fünf, beziehungsweise vier feste Punkte wollen wir uns im 
Folgenden beschäftigen und unter Curve schlechthin wird im ersten Theile 
jederzeit eine eubische Raumeurve durch die fünf, im zweiten Theile eine 
solche durch die vier festen Punkte zu verstehen sein. 


Erster Theil. 

1. Die fünf festen Punkte seien A,, A;, A;, A,, A;. unbestimmt A,, 
insgesammt A’, ihre zehn Verbindungslinien «a, und ihre zehn Verbindungs- 
ebenen &,,. 

Es giebt (durch A’) bekanntlich nur eine Curve a’, welche eine beliebige 
Gerade a zweimal trifft; die Gesammtheit aller Curven (durch A’), welche « 
treffen, ist eine Fläche fünfter Ordnung F’, welche die a’ doppelt enthält, hin- 
gegen die Gerade a einfach”); denn auf jeder Fläche zweiten Grades durch 
a und a’ giebt es eine einzige Curve, welche durch A’ geht und a einmal trifft. 

Die Geraden a,., gehören dieser Fläche F’_ an; denn z.B. a, wird 
durch den Kegelschnitt durch A;. A,;. A,. welcher a, und a trifft. zu eineı 
erzeugenden Uurve der Fläche ergänzt. 

Geht a durch einen der Punkte A’, so erzeugen die Curven, welche 
sie ausserhalb dieses Punktes nochmals treffen, den Kegel zweiter Ordnung, 
welcher denselben zur Spitze hat und durch a und die vier andern A° geht. 

Daraus ergiebt sich, dass die Fläche F’ die Punkte A’ zu dreifachen 
Punkten hat. 

2. F’ wird von einer zweiten Geraden a’ in fünf Punkten getroffen; 
also giebt es fünf Curven (durch A’), welche a und a’ treffen. Wie Schnitt- 
curve der beiden Flächen F’, welche beziehungsweise zu a, a’ gehören, 





*) Vgl. Reye, Zeitschrift f. Math. und Phys., Bd. XIIL, S. 525. 
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kann, weil durch jeden Punkt des Raumes nur eine Curve geht, nur aus 
erzeugenden Curven beider oder Theilen von solchen bestehen: sie setzt sich 
aus den 10 Geraden a, und den eben genannten fünf Curven zusammen. 
Liesen a und a’ in einer Ebene «, so giebt es nur noch vier Curven, 
welche beiden und zwar in getrennten Punkten begegnen. Sind sie un- 
endlich nahe in «, so befinden sich unter denselben zwei unendlich nahe 
Curven, von denen jede a und a’ in zwei getrennten Punkten trifft und 
welche, wenn a’ mit a zur Coincidenz kommt, in die Curve a’ sich ver- 
einigen, welche a zur Sehne hat; die beiden andern Curven treffen «a und 
a’ in unendlich nahen Punkten, d. h. berühren « auf a. Oder: die Ebene « 
schneidet aus der Fläche F’, welche zu a gehört, ausser «a noch eine Curve 
vierter Ordnung, die der a ausser in den beiden Doppelpunkten (a, a’) noch 
zweimal begegnet; in diesen Punkten berührt @ Curven, welche die F’ erzeugen. 

Die Berührungspunkte der Curven (durch A’), welche eine Ebene « 
berühren, erzeugen einen Kegelschnitt K’*). 

3. Liege nun a wieder ausserhalb «; die a zugehörige F’ trifft den 
Kegelschnitt K’, welcher zu « gehört, in zehn Punkten: die Curven ‘durch 
A’) also, welche eine Ebene « tangiren, erzeugen eine Fläche zehnter Ord- 
nung F". Oder es giebt zehn Curven (durch A’, welche eine Gerade a treffen 
und eine Ebene « berühren. 

Die Curven, welche den Kegel zweiter Ordnung für eine durch 
einen der .4° gehende Gerade a erzeugen, bilden die Schnitte dieses Kegels 
mit den Flächen eines Flächenbüschels zweiter Ordnung, der **) durch a, 
die vier andern Punkte A’ und irgend einen Raumpunkt gelegt ist. Dieser 
Büschel schneidet in die Ebene « einen Kegelschnittbüschel, dessen einer 


*) Reye, a. a. O., S. 523. 

**) Jch erlaube mir in einer Note folgende sprachliche Bemerkung beizufügen, 
indem ich oben im Texte von meinem bisherigen Gebrauche, das Wort „Büschel“ als 
Neutrum zu behandeln, abgegangen bin: In seinem deutschen Wörterbuche sagt Wey- 
gand ausdrücklich, dass es nieht Diminutiv sei (ebensowenig wie Aermel, Würfel, 
Knöchel, Gürtel u. a.), und bezeichnet es als männlich, in den im Wörterbuch von 
Grimm angeführten Stellen ist es (bis auf eine) masculinum. Ferner ist überhaupt 
unter den deutschen Wörtern auf „el“ die überwiegende Zahl männlich, eine geringere 
Zahl weiblich und — mit Ausnahme derer mit der Vorsilbe Ge — und der von „theil“ 
herkommenden — die Zahl der entschiedenen Neutra sehr gering: bei einer natürlich 
nicht erschöpfenden Zusammenstellung habe ich gegen 70 männliche, etwa 25 weib- 
liche, 5 sächliche Wörter gefunden, die mir nicht aus fremden Sprachen zu stammen 
schienen. Endlich habe ich bei einer anderen Zusammenstellung über den Sprach- 
cebrauch der deutschen Mathematiker bemerkt, dass von denen, die sich für eines 
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Grundpunkt auf dem von « aus dem Kegel ausgeschnittenen Kegelschnitte 
liegt; folglich wird letzterer von vier Kegelschnitten aus dem Biischel 
tangirt; d.h. von den Curven, welche den Kegel erzeugen, berühren vier 
die Ebene «; folglich wird jede Gerade a, welche durch einen der Punkte 
A’ geht. ausserhalb desselben von F” nur noch viermal getroffen; die Punkte 
4° sind demnach auf F’ sechsfach. Jede der Geraden a, ist auf F" doppelt; 
denn es giebt zwei Kegelschnitte, welche z. B. durch A,A,A; gehen, a, 


treffen und «& berühren; also gehört a, zu zwei erzeugenden CUurven. 

4, Zwei Flächen F" können wiederum nur erzeugende Uurven oder 
Theile derselben gemeinsam haben, mithin giebt es 20 Curven, welche zugleich 
zwei Ebenen « und «' tangiren. 

9. Die zu « gehörige F" schneidet aus « ausser der Berührungs- 
eurve K° noch eine Curve sechster Ordnung, die also dureh die dritten 
Schnittpunkte der erzeugenden (urven gebildet wird. In jedem der zwölf 
Schnittpunkte derselben mit K° fällt ein solcher dritter Punkt auch auf K°; 
wäre er von dem Berührungspunkt der zugehörigen Curve getrennt, so 
würden durch ihn zwei CUurven gehen, eine schneidende und eine berührende, 
was nicht möglich ist, da durch sechs Punkte nur eine geht. Also ver- 
einigt sich in jedem der genannten Schnittpunkte je der dritte Schnittpunkt 
mit dem Berührungspunkt; mithin findet Oseulation statt: und da beide 
äussere Punkte bei einer Osculation dritte sein können, so sind die zwölf 
Schnitte sechs Berührungen zwischen den beiden Uurven in @; und: Jede 
Ebene «a wird von sechs Curven (durch A’) osculirt. 

6. Die Tangenten aller Curven durch A’ bilden einen Complex sechsten 
Grades; denn es sei A ein beliebiger Punkt, so liegen alle Curven, welche 
die durch A gehenden Strahlen zu Sehnen haben, auf den Flächen des Ge- 
büsches zweiter Ordnung durch A’ und A; und die Punkte, in denen ein Strahl 
von der Curve, für die er Sehne ist, getroffen wird, sind seine beiden 
terneren Schnittpunkte (ausser A) mit der Kegelspitzenfläche vierter Ord- 


der beiden Geschlechter entschieden haben (sehr viele Mathematiker wechseln mit dem 
Geschlechte dieses Wortes ab, oft nur im Zwischenraume von wenigen Zeilen) die, 
welche das männliche Geschlecht anwenden, die zahlreicheren sind und unter ihnen 
sich Steiner und v. Staudt befinden. 

Hinsichtlich des Wortes „Bündel“ habe ich nicht derartige, wie es mir scheint, 
entscheidende Beobachtungen machen können. v. Staudt gebraucht es männlich; von 
Grimm wird es nicht entschieden als männlich bezeichnet, Schiller und Göthe haben 
es (nach Grimm) meistens in diesem Geschlechte gebraucht; Weygand bezeichnet es als 
sächlich; in den Arbeiten der Mathematiker kommt es verhältnissmässig viel seltener vor. 
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nung S’ dieses Gebüsches. Die durch A gehenden Tangenten unserer 
Curven bilden demnach den Tangentialkegel aus A an diese Fläche, welcher 
sechster Ordnung ist, weil A ein Knotenpunkt der Fläche ist und an eine 
Curve vierter Ordnung von einem auf ihr gelegenen Doppelpuhkte nur 
sechs T’angenten gehen; da durch A auch eine Curve geht, so ist die Curve 
der Berührungspunkte dieser durch A gehenden Tangenten eine durch A 
gehende Raumcurve siebenter Ordnung B'. 

Die fünf Geraden AA, sind Rückkehrkanten des Kegels sechster Ord- 
nung; denn bei der Curve, welche von einer durch eine AA, gehenden 
Ebene aus S* ausgeschnitten wird und aus der Geraden AA, und einer 
Curve dritter Ordnung besteht, die einander in den Doppelpunkten A und 
A; der Fläche begegnen, erhält man aus A ausser AA, nur noch vier Tan- 
genten; die Gerade AA, kann aber von einer Curve durch A’ nur in dem 
Punkte A, berührt werden (und auch wegen der Beliebigkeit von A nicht 
etwa von einer solchen Gurve ein Theil sein); es geht daraus hervor, dass 
der Punkt A, der Berührungseurve B’ jedenfalls zweifach zuzurechnen ist, 
also entweder so, dass AA, dieselbe in A, berührt, was dann bewirkt, dass 
AA, eine Uuspidalkante des Kegels sechster Ordnung ist, oder aber, dass 
die Curve B’ den Punkt A, zum Doppelpunkte hat. is wird sich bald 
herausstellen, dass das letztere nicht der Fall sein kann. Der Kegel 
sechster Ordnung wird ferner von jeder der zehn Ebenen Aa, längs der 
(seraden berührt, welche A mit dem Punkte verbindet, in der die a, von 
der Verbindungsebene der drei andern Punkte A, getroffen wird; denn die 
Ebene Aa,, in welcher der Schnitt vierter Ordnung mit S* in vier Gerade 
zerfällt, berührt in jenem Punkte, in dem sich die beiden nicht durch A 
gehenden von diesen vier Geraden durchschneiden, der also kein Knoten- 
punkt der Fläche S* ist, diese Fläche S°; also trifft auch jede der zehn Ge- 
raden a,, ausserhalb ihrer Punkte A; die Curce B’ und zwar in ihrem Durch- 
gansspunkte durch die Ebene der drei andern Punkte A,, und B’ tangirt dort 
zugleich die Ebene Aa,. Die Curve durch A’, der z.B. der Punkt (a... 
%;4) als Berührungspunkt einer durch A gehenden Tangente zukommt, be- 
steht aus der Geraden a, und dem Kegelschnitte durch A,A;A, und den 
Punkt (a, %;,;), welcher in letzterem die Ebene (4a,) berührt: es ist dies 
keine eigentliche Taetion, aber wir werden noch wiederholt sehen, dass, 
wenn eine cubische Curve aus einer Geraden und einem sie treffenden Kegel- 
schnitte besteht, jede Gerade, welche durch den Begegnungspunkt in der die 
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Tangente des Kegelschnitts in demselben und die Gerade enthaltenden Ebene 
gezogen ist, als Tangente der Curve zu betrachten ist. 

7. Die Fläche F? der Curven /durch A°), welche die Gerade a 
treffen, wird von der Curve B’ ausser in den auf F? dreifachen Punkten 
A; und den zehn Punkten, in denen B’ den Geraden a, begegnet, in 7.5—5.3— 10 
oder n (.9—5.3.2—10 Punkten getroffen, je nachdem die A, auf B’ ein- 
fache oder doppelte Punkte sind. Da nun bei der Beliebigkeit des Punktes 
A die Curve B’ nicht auf F’ liegt, so ist das zweite unmöglich, wodurch 
die obige Behauptung, dass die fünf Geraden AA, dem Kegel des Com- 
plexes sechsten Grades als Rückkehrkanten angehören, bestätigt ist. 

Die fünf Strahlenbündel A, gehören also diesem Üomplexe sechsten 
Grades in der eigenthümlichen Weise an, dass auf jedem Complexkegel die 
zu ihnen gehörigen Strahlen Cuspidalkanten sind. 

Fügen wir ferner hinzu, dass bei den Curven, welche eine Ebene « 
tangiren, die in « befindlichen Tangenten eine Curve sechster Klasse umhüllen, 
während die Berührungspunkte, wie oben gezeigt, einen Kegelschnitt er- 
zeugen. 

8. Geht die Ebene «@ durch einen der Punkte A, z.B. A,, so geht 
die Fläche F", welche von den « tangirenden Curven erzeugt wird, in die 
beiden Kegel zweiter Ordnung über, welche A, zur Spitze haben, durch 
A, A; A,A, gehen und « berühren, und eine doppelt zu rechnende Fläche 
der dritten Ordnung, die das Erzeugniss derjenigen Curven ist, welche « 
verade in A, tangiren; dieselbe hat die vier Punkte A, A;A,A, zu Knoten- 
punkten. Wir kommen auf dieselbe nochmals von anderer Seite; hier ist 
sie das abzusondernde Gebilde; das eigentliche Erzeugniss sind die beiden 
Kegel. Der Kegelschnitt der Berührungspunkte zerfällt in die beiden (in 
A, sich schneidenden) Berührungskanten dieser beiden Kegel. Von der 
Curve sechster Klasse sondert sich der Strahlenbüschel um A,, gebildet von 
den Tangenten der die Fläche dritter Ordnung erzeugenden Uurven, natür- 
lich doppelt ab; gehört er ja auch zu dem Cuspidalbündel des Complexes: 
es bleiben zwei Kegelschnitte, jeder einem der beiden Kegel zugehörig, 
d.h. eingehiüllt von den in « gelegenen Tangenten der Curven, welche 
diesen Kegel erzeugen. 

9. Weil nach Obigem die einer Geraden « zugehörige Fläche F' 
der Curve B’, welche von einem Punkte A herrührt, ausserhalb der a, noch 
in zehn Punkten begegnet, so haben wir folgende Resultate: 
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Die Curven (durch A’), von denen eine Tangente durch den Punkt A 
geht, erzeugen eine Fläche zehnter Ordnung T''. Das System der Tangenten 
der Curven durch A’, welche eine Gerade a treffen, ist zehnter Ordnung; in 
No. 3 wurde es schon als von der zehnten Klasse erkannt. 

Es giebt zehn Curven durch A’, welche eine Gerade a treffen und eine 
durch A gehende Tangente haben. 

Der Kegel zweiter Ordnung, welcher einer Geraden a zugehört, die 
durch einen Punkt A, z.B. A, geht, trifft jede B’ ausserhalb der A,, von 
denen nur A, auf ihm doppelt liegt, und der vier Geraden a,, die sich auf 
ihm befinden, in vier Punkten *); was beweist, dass jeder der Punkte A’ 
der Fläche T'' sechsfach angehört. 

10. Aus dem Ende von No. 6 geht hervor, dass die Geraden a, 
je zu einer erzeugenden Curve der Fläche T'’ gehören; aber da die Curve 
eine zerfallende und die durch A gehende Tangente eine uneigentliche Tan- 
gente ist, so darf nicht ohne weiteres geschlossen werden, dass die Geraden 
a,. (und die ergänzenden Kegelschnitte) der Fläche einfach angehören. 

Es sei a’ eine z. B. a,, treffende Gerade, so ist die Fläche der Curven 
durch A’, welche sie treffen und zwar im Allgemeinen ausserhalb a;,,. von 
der vierten Ordnung, denn die einer beliebigen Geraden a zugehörige Fläche 
F’ wird von a’ ausserhalb a, nur noch viermal getroffen; es hat sich die 
Ebene «,, abgetrennt, in welcher alle Kegelschnitte des Büschels durch 
A, A, A, und die Spur von a, durch a, ergänzte erzeugende Curven sind. 
Auf der Fläche vierter Ordnung sind demnach a, a,;, a, nicht mehr ge- 
legen, A,, A,. A; blos doppelt, hingegen A,, A, ebenfalls dreifach; a, ge- 
hört derselben doppelt an; sie bildet ja mit dem Kegelschnitt des Büschels 
in &, der durch die Spur von a’ geht, die doppelte erzeugende Curve: 
der Kegelschnitt freilich gehört, weil er sich auch in «,,, befindet, der Fläche 
vierter Ordnung nur einfach an. Die sechs andern Geraden a,, liegen auf 
derselben ebenfalls einfach. Mit der einer andern a zugehörigen Fläche 
fünfter Ordnung hat diese Fläche ausser den sechs einfachen a, und der 
doppelten a, noch vier erzeugende Curven gemein, wie es ihrem vier- 
maligen Begegnen mit a entspricht. Bringt man nun diese Fläche mit der 


*) Die Tangenten dieser vier Curven erhält man auch so: die Tangenten der 
den Kegel zweiter Ordnung erzeugenden Curven, welche in einer Berührungsebene 
desselben liegen, umhüllen einen Kegelschnitt und da zwei Berührungsebenen durch A 
gehen, so erhalten wir vier Tangenten. 
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einem Punkte A zugehörigen Curve B’ zum Sehnitt, so erhält man ausser- 
halb der a, 4.7 —2.3—3.2-2—-6= 38 Schnittpunkte; es giebt demnach acht 
Curven, welche eine Tangente durch A schieken und der a’ ausserhalb a. 
begegnen; d. h. jede der zehn Geraden a, ist auf der Fläche T'' doppelt. 

In der Ordnung, der Vielfachheit der Punkte A, und der Geraden a, 
stimmen demnach die Flächen T und F, welche einem Punkte A, beziehungs- 
weise einer Ebene « zugehören, überein. 

11. Mit Hülfe der Begegnungspunkte der einem Punkte A zuge- 
hörigen Curve B’ mit der einer Ebene « zugehörigen Fläche F" oder der 
einem andern Punkte A’ zugehörigen Fläche T", oder indem man die zu A 
gehörige Fläche T” mit diesen beiden Flächen zum Sehnitt bringt, erhält 
man nun leicht folgende Sätze: 

Es giebt sowohl zwanzig Curven (durch A’), welche zugleich eine Tan- 
gente durch A schicken und eine Ebene « berühren, als auch zwanzig Curven, 
welche eine Tangente durch A, eine andere durch A’ schicken. 

Das System der Tangenten der Curven (durch A’), welche « berühren 
(und die Fläche F" erzeugen), als auch das System der Tangenten der Curven, 
welche eine durch A gehende Tangente besitzen (und die Fläche T' erzeugen), 
ist von der zwanzigsten Ordnung und der zwanzigsten Klasse. 

Das erstere System besitzt in « eine singuläre Ebene mit »' eine 
Curve sechster Klasse einhüllenden Strahlen, das letztere in A einen sin- 
gulären Punkt mit »' einen Kegel sechster Ordnung erzeugenden Strahlen. 

Die drei betrachteten Tangentensysteme erhalten aus den Punkten 
A’ Kegel dritter, sechster, sechster Ordnung, nämlich die Anschmiegungs- 
kegel der Flächen F’, F", T” in diesen ihren dreifachen, beziehungsweise 
sechsfachen Punkten. 

12. Die Tangenten der Curven, welche a treffen, in diesen Be- 
gegnungspunkten erzeugen eine Regelfläche dritten Grades, indem in jeder 
Ebene « durch a zwei Tangenten liegen, deren Berührungspunkte die 
Schnittpunkte der Geraden a mit dem dieser Ebene zugehörigen Kegel- 
schnitte K° sind (No. 2). 

Jede Ebene « durch a enthält noch eine Curve sechster Ordnung, 
welche von den dritten Schnittpunkten der sie (auf K°) berührenden Curven 
gebildet wird; demnach liegen sechs Tangenten von Curven, welche a treffen, 
in «, ohne auf a zu berühren. Alle sechs gehen durch denselben Punkt, 
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nämlich den dritten Schnittpunkt der Curve a’, welche die Gerade a zweimal sel 
trifft, weil jede Curve, welche a trifft, auf einer durch a und a’ gelegten zu, 
Fläche zweiten Grades sich befindet und die Sehne (beziehungsweise Tan- 
gente), welche die beiden ferneren Schnittpunkte mit « verbindet, die zweite de: 
durch @ aus dieser Fläche ausgeschnittene Gerade ist, welche durch den die 
dritten Schnittpunkt der a’ gehen muss. Diese sechs Tlangenten sind also 
die sechs von diesem Punkte an die Complexcurve der Ebene « gelegten se] 
Tangenten. un 
Umgekehrt, da durch jeden Punkt einer Ebene « eine Curve geht, bil 
welche eine Gerade in « zur zweimal getroffenen hat, gehören stets die sechs jei 
Tangenten, welche von einem beliebigen Punkte A einer Ebene « an die Com- 
plexcurve derselben gehen, sechs Curven zu, deren dritte Schnillpunkte auf A 
derselben Geraden liegen, nämlich der, welche die beiden weiteren Schnittpunkte Cı 
von « mit der durch A (und A’) gehenden Curve verbindet. su 
Bemerkenswerth ist ferner, dass die sechs Tangenten zugleich die G 
sind, weiche an die von @« aus F’ ausgeschnittene Curve vierter Ordnung Pı 
von ihrem Doppelpunkte ausgehen, und dass ihre sechs Berührungspunkte sie 
mit dieser Curve auf einem Kegelschnitte (K’) liegen. Die beiden letzten w 
Schnittpunkte von beiden Curven sind die Berührungspunkte der Ebene « ur 
mit der F® oder die Begegnungspunkte der in « gelegenen beiden Er- U 
zeugenden der obigen Regelfläche dritten Grades mit der Geraden a. be 
gt 
Zweiter "Theil. je 
13. Die zu untersuchenden Curven gehen blos noch durch vier feste es 
Punkte A,A,A,;,A, \zusammen mit A* bezeichnet). G 
Es sei @ irgend eine Ebene, A ein Punkt in ihr, jeder Strahl des 
Büschels («, A) ist Tangente einer in A berührenden Curve durch 4°; die m 
Curven durch A* und A, welche eine beliebige Gerade «a treffen, erzeugen bi 
eine Fläche fünfter Ordnung F°, welche A zum dreifachen Punkte hat, so d 
dass drei von diesen Curven die Ebene «@ in A berühren. ur 
Demnach erzeugen die Curven (durch A*), welche « in A berühren, e 
eine Fläche dritter Ordnung F'. Wenn aber a durch einen der A* geht, d 
so tritt an die Stelle von F° ein Kegel zweiter Ordnung, für welchen 6 
A einfach ist; demnach sind die vier Punkte A* Knotenpunkte auf der © 
Fläche F*. h 


Eine beliebige Gerade a wird von F? in drei Punkten, der Keeel- 
i j) fe) 
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schnitt X’, welcher einer Ebene «' in Bezug auf die Punkte A'Y, A (=A) 
zugehört, in sechs Punkten getroffen: 

Es giebt also unter den Curven durch A’, welche die Ebene « in 
dem festen Punkte A tangiren, drei, welche noch eine Gerade treffen, sechs, 
die eine gegebene andere Ebene «' tangiren. 

Die Ebene « ist eine gewöhnliche Berührungsebene von F’ und dureh- 
schneidet sie in einer Curve dritter Ordnung, welche durch A doppelt geht 
und durch die dritten Schnittpunkte der die @ in A tangirenden Ourven ge- 
bildet wird. Es folgt daraus, dass zwei Curven (durch A’, die Ebene « in 


jedem Punkte A osculiren. 


14. Wir wenden uns zuerst zur Betrachtung der x’ Curven (durch 
A*'), welche eine Gerade a zweimal treffen, und welche wir genauer die 
Curven (A*, 2a) oder abgekürzt die Curven (2a) nennen wollen, und unter- 
suchen den Complex der Tangenten aller dieser Curven. Jede Fläche zweiten 
Grades, welehe durch die vier Punkte A*, durch die Gerade a und einen 
Punkt einer unserer Curven gelegt ist, enthält die ganze Curve: legen wir 
sie also noch durch einen beliebigen Punkt einer Tangente derselben, 
wodureh sie erst eindeutig bestimmt ist, so enthält sie auch diese Tangente: 
und a und die Tangente gehören auf der Fläche zu derselben Schaar. 
Umgekehrt ist jede Gerade, welche auf einer Fläche des durch A’ und a 
bestimmten Flächennetzes [a] zweiter Ordnung zu derselben Schaar wie a 
eehört, Tangente sogar an zwei Uurven (2a); denn der Fläche selbst muss 
jede solehe Curve angehören und auf einer Fläche zweiten Grades giebt 
es durch vier Punkte stets zwei eubische Raumeurven, welche eine gegebene 
(rerade derselben berühren. 

Also ist der gesuchte Complex mit demjenigen identisch, der von den 
mit a zu derselben Schaar gehörigen Geraden der Flächen des Netzes |a| ge- 
bildet wird; dieser Complex ist zweiten Grades, denn sämmtliche Geraden 
desselben, die durch einen Punkt A gehen, sind die Geraden des Kegels 
zweiter Ordnung, welcher aus A die durch A gehende Curve (2a) projieirt: 
er setzt mit dem linearen Uomplex der Geraden, welche a treffen und die 
die andern Schaaren der Flächen des Netzes [a] bilden, den Complex dritten 
Grades zusammen, der im Allgemeinen von allen Geraden der Flächen 
eines Netzes zweiter Ordnung gebildet wird. Unser Complex enthält ersicht- 
lich die vollständigen Bündel der Punkte A* und die Geradenfelder der vier Ver- 


bindungsebenen, er ist demnach der bekannte tetraedrale oder Reyesche Complex. 
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15. Es ist im Allgemeinen nicht möglich, dass eine Curve (2a) auch 
noch eine beliebige zweite Gerade a’ zur Sehne habe; beide Geraden a und 
a müssen, damit sie ‚gleichzeitig von derselben Curve (durch A*) zweimal 
getroffen werden, derselben Fläche zweiten Grades durch A* angehören, 
oder jede von ihnen, z. B. a’ muss zu den Geraden auf derselben Schaar 
wie a auf einer Fläche des Netzes [a], also zu dem durch a veranlassten 
Complexe zweiten Grades gehören. 

Die Sehnen der Curven (2a) bilden also denselben Complex zweiten 
Grades, wie die Tangenten; nur ist jede Gerade dieses Complexes Sehne 
von %©' Curven (2a), deren Begegnungspunkte mit ihr eine Imvolution 
bilden, "Tangente hingegen nur von zwei, welche in den Doppelpunkten 
dieser Involution berühren. 

Die Gerade a, aus welcher der Complex abgeleitet ist, scheint in 
demselben eine singuläre Stellung einzunehmen; sie ist Sehne für alle 
Curven und Tangente für ®'!. Sei a’ eine zweile Gerade des Complexes; 
so giebt es nur oo’ Curven, welche a und a’ gleichzeitig zur Sehne haben; 
also sind die doppelt unendlichen Curvensysteme (2a) und (2a') verschieden 
und haben nur ein einfach unendliches auf einer Fläche zweiten Grades (a, a’) 
gelegenes System gemeinsam. Das Flächennetz [a'| ist offenbar ebenfalls von 
dem Netze [a) verschieden und beide haben nur die Fläche (a, a) gemeinsam. 
Der Complex (a) ist aber mit dem Complex (a) identisch; denn jeder von 
ihnen wird schon vollständig durch die Sehnensysteme der »' Curven, 
welche a und a’ gleichzeitig zu Sehnen haben, ausgefüllt; oder genauer: 
sei nur eine Curve betrachtet, welche a und a’ zweimal schneidet, so 
haben die Kegel aus einem beliebigen Punkte A an beide Complexe schon 
remeinsam die vier Geraden AA* und die Sehne aus A an diese Curve, 
Iso sind sie identisch, haben alle Kanten gemeinsam, die Sehnen aus A an 
ie sämmtlichen a und a’ gleichzeitig zweimal treffenden Curven. Oder: 
sei a eine weitere Gerade des Complexes (a), so liegt sie mit « ebenfalls 
auf einer (durch A* gehenden) Fläche zweiten Grades; diese beiden Flächen 
(a,a') und (a,a”) haben ausser a noch eine eubische Raumeurve (durch 4*) 
gemein, welche alle drei Geraden a, a’, a” zweimal trifft; a’ und a” liegen 


ie 


\ 
« 


u 


( 


also auf derselben Fläche (a’a”) durch A*; oder a’ ist Sehne einer Curve 
(2a); d.h. jede (serade des Complexes (a) ist zugleich eine Gerade des 
Complexes (a’). 


16. Im Complex nimmt mithin die Gerade a keine ausgezeichnete 
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*h Stellung ein, sondern nur gegenüber dem Flächennetze und dem Systeme der 
1d sie zweimal treffenden Curven thut sie dies. Jede Gerade des Complexes ver- 
al "  anlasst ein besonderes Netz und ein besonderes Curvensystem; die mit ihr je 
n, zu derselben Schaar gehörigen Geraden der Flächen des Netzes, oder die 
ar Sehnen (Tangenten) der Curven des Systems reproduciren immer denselben 
D Complex. Die Punkte A* verweisen also jede der x* Geraden des Raumes 
in einen gewissen Complex eines einfach unendlichen Complexbüschels. 
ON /wei Geraden aus verschiedenen Complexen können nicht zugleich Sehnen 
1e ; derselben eubischen Raumeurve durch A’ sein; zwei Gerade aus demselben 
)1 Complex sind gleichzeitig Sehnen von einfach unendlich vielen Curven, 
N gelegen auf derselben F; drei Gerade aus demselben Complex sind gleich- 
zeitig Sehnen einer Curve, wie aus No. 15 ersichtlich. 
in 17. Die Curven des Systems (2a), deren einer Begegnungspunkt 
le ein fester Punkt A von a ist, erzeugen einen Kegel zweiten Grades; folg- 
S; lich liegen die Tangenten in dem zweiten veränderlichen Schnittpunkte in 
1; einer und derselben Ebene «; umgekehrt liegen auch alle Curven (2a), 
N welche in dem einen Begegnungspunkte mit a eine feste durch a gehende 
') Ebene berühren, auf einem Kegel zweiten Grades, so dass der zweite Be- 
n gegnungspunkt ein fester Punkt A von a ist. Es findet also zwischen den 
n. Punkten auf a und den Ebenen durch «a eine eindeutige Beziehung statt. 
2 18. Diejenigen Tangenten der Curven 2a), welche durch einen Punkt 
n, A gehen, bilden einen Kegel zweiten Grades; da von jeder Kante desselben 
r: zwei Curven berührt werden, und dureh die Spitze A eine Curve geht, so 
0 ist die Curve der Berührungspunkte con der fünften Ordnung b’: sie geht also 
1 durch die Spitze A und berührt dort die Tangente der durch A gehenden 
e, Curve (2a), ferner durch die Punkte, in denen a den Kegel zweiter Ordnung 
N ' trifft, und berührt dort ebenfalls die beiden Kegelkanten, denn auf jeder dieser 
r: ' beiden Geraden ist die oben erwähnte Involution (No. 15) eine sogenannte 
Is parabolische, bei welcher alle Paare einen Punkt gemeinsam haben, den 
n ‚ auf a gelegenen, so dass nur ein Doppelpunkt vorhanden ist. Endlich geht 
$) sie auch durch die vier Punkte A, und berührt dort die Kanten AA,, auf 
n * denen auch die Involution parabolisch ist. 
€ | Legt man den Punkt A auf die Gerade a selbst, so wird der Kegel 
Bf derjenige aus dem Netze [a], der seine Spitze in a hat; die Berührungs- 


eurve fünfter Ordnung zerfällt in die Gerade a, welche in jedem Punkte 
von Curven (2a) berührt wird, und die vier Geraden AA*, welche an 
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Curven (2a) theilnehmen und deshalb für jeden ihrer Punkte ihre eigenen 
Tangenten sind. Die übrigen Kanten des Kegels berühren, wie dies eben 
auseinandergesetzt ist, nur in der Spitze A. | 

19. Auf der Fläche der Curven (2a, a’), d. h. welche a zweimal, «a 
einmal treffen, ist a’ einfach; dagegen ist a doppelt, denn die Curven durch 
einen beliebigen Punkt A von a (und durch A), welche a’ treffen, erzeugen 
eine Fläche F’, welche von a, weil A auf ihr dreifach ist, nur noch zwei- 
mal getroffen wird. Nehmen wir zunächst an, a und a’ liegen in derselben 
Ebene; so erzeugen die Curven (2a, a’), welche im Allgemeinen nicht dureh 
den Punkt (a,a’) gehen, die durch A*, a und a’ gelegte Fläche zweiten 
Grades, diejenigen aber, die durch (a,«a’) gehen, einen Kegel zweiter Ord- 
nung; zusammen also eine Fläche vierter Ordnung. Das eigentliche Fr- 
zeugniss für diesen Fall ist die erstere Fläche; das Erzeugniss für den all- 
gemeinen Fall, wo a und a’ sich nicht treffen, ist aber ersichtlich vierter 
Ordnung. In der That, sei 5 eine beliebige Gerade, welehe a trifft, so 
wird das Erzeugniss der Curven, welche a in zwei im Allgemeinen von 
(a,b) verschiedenen Punkten, b in einem treffen, als Fläche zweiten Grades 
von a zweimal geschnitten; es giebt demnach zwei Curven (2a, a’), welche 
von b ausserhalb a getroffen werden; da nun a auf der gesuchten Fläche 
doppelt liegt, so hat dieselbe mit 5 vier Punkte gemein, mithin ist sie 
vierter Ordnung (F*). Es giebt folglich vier Curven (2a, a’, a”\, d. h. welche 
a zweimal, a und a’ je einmal treffen. 

Trifft jedoch a’ die Gerade a, so giebt es nur zwei Curven, sofern 
der Begegnungspunkt mit a” nicht auf a liegen soll. 

Da a und a’ im Allgemeinen nicht zu demselben Complexe gehören, 
so giebt es keine Curve (2a), welche zugleich «' zweimal trifft; also hat 
die Fläche F* keine doppelte erzeugende Curve. Wenn aber a und a’ zu 
demselben Complexe gehören, so tritt an die Stelle der Fläche vierter Ord- 
nung eine doppelt zu zählende Fläche zweiten Grades: jede Curve (2a), 
welche a’ einmal trifft, trifft sie in diesem Falle noch zum zweiten Male. 

Die Fläche F* ist zugleich die Einhüllungsfläche der Flächen zweiten 
Grades aus dem Netze [a', welche a’ berühren; je zwei conseeutive Flächen 
durehsehneiden sich (ausser in @) in einer erzeugenden Öurve. Man vgl. meine 
Abhandlung in diesem Journal Bd. 70 S. 212 speeiell Nr. 6., wo die einem 


allgemeinen Netze angehörigen (d. i. durch sieben beliebige Punkte gehenden) 
Flächen zweiten Grades und Raumecurven vierter Ordnung erster Species 


; Ze PR w a 





unt 
haı 


erz 
den 
bile 
dop 
Or 

Es 
das 
lee 


erZ 


se} 


du: 
no 


G= 
—. 
% 


Cı 
de 
Pı 
de 
ac 
du 
Fl 
mi 
au 
da 
tre 
sti 
E 


a 





ER EN AR AN | EEE LEERE LUONCZEEN LEN BE al ae a 


. (yr ' 
y. ae 


i A, 
ver DT U 


































Sturm, Erzeugnisse, Elementarsysteme u. Charakteristiken v. cub. Raumeurven. 111 





N untersucht werden und mehrfach analoge Sätze zu denen der jetzigen Ab- 
N " handlung vorkommen. 

i 20. Wir legen durch a’ eine Ebene «, so zeigt sich, dass von den 
a erzeugenden Curven der F* drei durch diese Ebene berührt werden. Also unter 
"h | den Curven (2a) giebt es x', welche eine Ebene « tangiren: die Berührungspunkte 
N "bilden eine Curve dritter Ordnung K’. Der Punkt (a,«) gehört derselben 
1- " doppelt an, weil die Curven, welche « in ihm berühren, eine Fläche dritter 
N ' Ordnung erzeugen, die von a noch zweimal geschnitten wird. 
“h | Lest man aber die Ebene « durch die Gerade a, so ergiebt sich: 
N Es giebt zwei Curven, welche die Ebene « einmal auf der Geraden a berühren, 
d- ' das andere Mal treffen und auch noch der Geraden a’, welche ausserhalb « 
T- liegt, begegnen. Vder: 
1- Die Curven, welche «& auf a einmal berühren, das andere Mal treffen. 
er ' erzeugen eine Fläche zweiter Ordnung, und zwar einen Kegel, wie oben 
0 schon gefunden wurde. (Nr. 17). 
N Auf der Fläche F* sind die vier Punkte A' doppelt, denn wenn «a 
es durch einen derselben geht, so bilden die Curven (2a), welche der a’ auch 
re noch ausserhalb dieses Punktes begegnen, eine Fläche zweiten Grades; also 
re giebt es zwei Curven (2a, a@'), welche die a’ ausserhalb des Punktes A; treffen. 
ie. Die Geraden a, dagegen liegen nicht auf der Fläche F’. 
he 21. Die Fläche vierter Ordnung der Curven (2a, a’) begegnet der 


Curve K’ der Berührungspunkte der Curven (2a) mit einer Ebene « ausser in 
m dem auf beiden doppelten Punkte (a, «) in acht Punkten. Da durch jeden 
Punkt im Allgemeinen nur eine Curve (2a) geht, so ist demnach die Fläche 


n, ' der Curven \2a,«), d. h. welche a zweimal treffen und die Ebene « berühren, 
at ‚  achter Ordnung: F’. Die Gerade a ist auf derselben vierfach: denn die Curven 
ZU ‚ durch einen Punkt A von a und die A*, welche « tangiren, bilden eine 
d- Fläche zehnter Ordnung, für welche A sechsfach ist. Der Schnitt der F° 
), ) mit irgend einer durch A* und a gehenden Fläche F? muss ausser der a 
je. ' aus lauter erzeugenden Uurven bestehen: es lässt sich auch leicht erkennen, 
en \ dass von den x' Curven durch A* auf dieser Fläche, welehe « zweimal 
N treffen (und von einem durch A*, a und einen beliebigen Raumpunkt be- 
ne stimmten Flächenbüschel zweiter Ordnung ausgeschnitten werden) vier die 
m ) Ebene « tangiren. 

n) Ebenso berühren auf der Fläche zweiter Ordnung durch A’, a und 


" 


es ‚a, wo a durch einen der Punkte A* geht, von den Curven durch A', 
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welche a und a’ zweimal treffen, vier die Ebene «&; also sind die vier 
Punkte A' vierfach auf F*. Auch dieser Fläche gehören die Geraden a, 
nicht an. 

Sie hat ebenfalls keine doppelte erzeugende Curve. 

Es giebt acht Curven, welche eine Ebene berühren, eine Gerade zwei- 
mal, eine andere einmal treffen. 

Die Fläche F” ist gleichzeitig die Enveloppe der Flächen zweiten Grades 
des Netzes [a], welche « tangiren; die erzeugenden Curven sind die Schnitte 
je zweier consecutiven eingehüllten Flächen. In Nr. 9. der Abh., welche in 
Nr. 19 eitirt wurde, ergab sich dieselbe Enveloppe für den Fall, dass die 
eingehüllten Flächen durch sieben beliebige Punkte gehen, von der zwölften 
Ordnung. 

22. Legt man durch a eine Ebene «’, so ergiebt sich, weil der 
fernere Schnitt mit F” die Gerade a viermal trifft, folgender Satz: 

Es giebt vier Curven, welche eine Ebene « berühren und eine andere 
a auf a einmal tangiren und einmal durchschneiden. 

F’ wird von der Ebene « ausser in der Berührungscurce K’ noch in 
einer Curve zweiter Ordnung durchschnitten. Durch analoge Schlüsse wie in 
Nr. 5 ergiebt sich, weil auch hier ein ähnlicher Umstand gilt wie dort, dass 
nämlich durch jeden Punkt nur eine Uurve (2a) geht, dass es drei Curven 
(2a, a’) giebt, d. h. welche a zweimal treffen, «@ osculiren. 

Die Flächen zweiten Grades durch A* und a schneiden in die Ebene « 
ein Netz von Kegelschnitten ein, welche sammtlich durch den Punkt (a, «) gehen. 
K° ist die Hessesche Curve dieses Netzes: je zwei Punkte derselben sind be- 
kanntlich conjugirte Pole in Bezug auf alle Kegelschnitte des Netzes; die 
drei eben gefundenen Osculationspunkte sind die conjugirten Pole der drei 
Wendepunkte von K’. (Man vergl. die eit. Abh. Nr. 11). Die Cayleysche 
Curve dieses Netzes — welche von den Geradenpaaren des Netzes eingehüllt 
wird — ist hier wegen des gemeinsamen Punktes nur zweiter Klasse: sie ist der 
Kegelschnitt, welcher von & noch aus F” ausgeschnitten wird; denn jede Fläche 
des Netzes a], welche «& berührt, durchschneidet sich mit der unendlich 
nahen, die dies thut, in a und einer erzeugenden Curve von F”; folglich 
treffen sich in dem dritten Schnittpunkte dieser Curve mit «, der ja jenem 
Kegelschnitte angehört, zwei Gerade aus den beiden unendlich nahen Paaren, 
in denen diese Flächen von « geschnitten werden; d. h. dieser dritte Schnitt- 
punkt ist der Berührungspunkt einer 'T’angente der Cayleyschen Curve. 
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23. Die Fläche F* der Curven (2a,a) wird von der einem Punkte 
A zugehörigen Berührungspunkte B°’ (Nr. 15) ausserhalb der A’ und der a 
noch in 4.5 —4.2—2.2=3 Punkten getroffen; wir erhalten demnach fol- 
gende Sätze: 

Es giebt acht Curven (2a,a', A). d. h. welche a zweimal, a’ einmal 
treffen und eine durch A gehende Tangente haben. Die Curven (2a, A) er- 
zeugen eine Fläche achter Ordnung T’, ebenso wie die Uurven (2a, «). Und 
mit Hinzunahme von Nr. 21: Zie Tangenten der Curven (2a, a) erzeugen 
ein System (8, 8), d. h. achter Ordnung und achter Klasse. 

Legt man wieder a’ durch einen der Punkte A*, wodurch die Fläche 
F* in eine F’ übergeht, so ergiebt sich, dass die Punkte A* auf der Fläche 
T° vierfach sind, wie bei der Fläche F" der Uurven (2a, «). Ebenso finde: 
man mit Hilfe von No. 9, dass die Gerade a dieser Fläche vierfach angehört, 
wie der Fläche F’; T” hat, wie F’, keine doppelte erzeugende Curve und 
die Geraden a,, liegen nicht auf ihr. 

In Bezug auf das System (8,5, der Tangenten der Curven (2a, a’ 
lässt sich noch folgendes bemerken: Aus jedem der Punkte A° erhält es 
einen Kegel zweiter Ordnung, den Anschmiegungskegel der Fläche F* der 
Curven (2a, a’). Sowohl die Tangenten dieser Curven, welche auf a, als 
die, welche auf a’ berühren, erzeugen eine Fläche vierten Grades; tür jene 
ist « doppelte, für diese ist a einfache Leitgerade. 

24. In jeder Ebene durch a liegen nur die beiden auf @ berührenden 
Tangenten; es wird sich bald zeigen, dass a von vier Curven berührt wird, 
welche noch a’ treffen: also zählen jene für je zwei. 

In jeder Ebene durch a’ liegen zunächst drei auf a berührende Tan- 
genten, ausserdem noch zwei. Denn die beiden nieht auf a’ gelegenen 
Sehnittpunkte einer Curve (2a, a’) mit einer solchen Ebene findet man leicht 
so: durch A?, einen Punkt A’ auf a’ und die Gerade a werde der Flächen- 
büschel zweiter Ordnung gelegt; die Grundeurve desselben besteht aus «a 
und der durch A’ gehenden Curve (2a), und jede Fläche des Büschels 
schneidet aus der Fläche F* noch eine erzeugende Curve aus. Die Ebene 
@ durch a’ schneidet aber F* noch in einer Curve dritter Ordnung, welche 
den Punkt (a,e') zum Doppelpunkte hat, den Flächenbüschel in einem 
Kegelschnittbüschel, von dem ein Grundpunkt in diesem Doppelpunkte liegt. 
zwei andere auch noch auf die Curve dritter Ordnung fallen; die beiden 
beweglichen Schnittpunkte eines Biüschelkegelschnitts mit derselben sind 
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die Begegnungspunkte der Ebene «’' mit der erzeugenden Curve, welche 
auf derselben Fläche des Büschels wie der Kegelschnitt liegt; zwischen 
der Curve dritter Ordnung und den Kegelschnitten des Büschels finden bei 
der genannten Lage der Grundpunkte zwei Berührungen statt. Also zählen 
die Regelflächen, welche von den auf a oder a’ berührenden Tangenten gebildet 
werden, in dem Systeme (8,8) doppelt: Man kann dasselbe Resultat auch 
dadurch erhalten, dass man die Geraden des Systems betrachtet, die durch 
einen auf a oder a’ gelegenen Punkt gehen. Durch einen Punkt auf a 
geht nur a selbst und die beiden Tlangenten der durch ihn gehenden er- 
zeugenden Curven der Fläche F*. Man sehe in No. 18, wie sich die Be- 
rührungseurve B° für diesen Fall umgestaltet. Durch einen Punkt A’ von 
a' gehen ausser der Tangente, die die einzige durch A’ gehende Curve 
(2a) in A’ berührt, nur noch sechs Systemgeraden, denn die zu A’ gehörige 
Curve B° berührt in A’ die Fläche F*, weil sie in A’ von jener Tangente 
berührt wird. 

25. Bringen wir die einem Punkte A zugehörige Curve B° mit der 
Fläche F* der Curven (2a, «) oder mit der Fläche 7° der Curven (2a, A') 
zum Schnitt, so ergiebt sich: 


Es giebt sowohl sechzehn Curven (2a,«, A), als auch sechzehn Curven 


J 
A\ 


(2a, A,A). 

Bringt man andererseits die einer Ebene «' zugehörige Berührungs- 
eurve K° dritter Ordnung zum Schnitt mit den eben genannten Flächen F* 
und 7° und bemerkt, dass der Punkt (ea, a) auf K° doppelt, auf diesen beiden 
Flächen vierfach ist, so erhält man: 

Es giebt sechzehn Curven (2a, «,«') und das erstere der vorigen Re- 
sultate nochmals. 

Weil durch jeden Punkt nur eine Curve (2a) geht, so kann man 
diese Resultate auch durch gegenseitigen Schnitt von zwei Flächen F'" 
oder zwei Flächen T' oder einer Fläche F' und einer Fläche T'” für die- 
selbe Gerade «a erhalten. 

Ferner: Sowohl das System der Tangenten der Curven (2a, «). als 
das der Tangenten der Curven (2a, A) ist (16, 16). 

Hinsichtlich dieser beiden Systeme gilt wiederum, dass sie aus den 
Punkten A* je einen Kegel vierter Ordnung bekommen, den Kegel, der 
sich in jedem dieser Punkte an die Fläche F°? beziehungsweise 7° an- 
schmiegt, dass für das eine System die Ebene «, für das andere der Punkt 
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eben geführten Beweise unmittelbar zu erkennen ist. 


‚he A singulär ist, indem in jener sich oe! Systemgeraden, die einen Kegel- 
- ° schnitt einhüllen, befinden, dureh diesen ebenfalls ©" gehen, welche einen 
bei 3 Kegel zweiten Grades erzeugen. 

in Legt man den Punkt A’ in die Ebene «, so fallen die beiden Be- 
vn rührungspunkte jeder der beiden in « gelegenen Kanten des Complexkegels 
ch aus A’ auf die Curve K’, weil alle beide berührten Curven zu den (2a, o) 
— " gehören; also hat die dem Punkte A’ zugehörige Curve 5° mit der Fläche 
. - T’ nur noch zwölf Punkte gemein; d.h. jede der beiden Geraden reprä- 
- \ sentirt zwei von den sechzehn Systemgeraden durch A’; die Tangenten des 
ui N Kegelschnitts in der singulären Ebene «a sind also doppelte Geraden des 
N ersteren Systems. 

une Ebenso sind die Geraden des Kegels zweiten Grades aus dem singu- 
SC 5 lären Punkte A des zweiten Systems doppelte Geraden desselben, wie aus dem 
te j 


Die Geraden des einen, wie des andern Systems, welche gerade auf 





4 

4 i a berühren, erzeugen eine Regelfläche achten Grades, für welche die a eine 

! vierfache Leitgerade ist. In einer Ebene durch a giebt es ausser a und den 

; vier auf ihr berührenden Geraden keine andern Systemgeraden; ebenso durch 

”" 5 einen Punkt auf a. Die auf a berührenden Geraden zählen doppelt, die a 
"selbst achtfach: es wird bald noch gezeigt werden, dass sie an acht Öurven 

z i Tangente ist, welche & berühren, beziehungsweise eine durch A gehende 
" Tangente haben. 

| 26. Die Berührung mit einer Geraden a ist eine dreifache Bedingung. 
1 Die Curven (durch 4A*), welche a tangiren, erzeugen also eine Fläche: 

" = suchen wir demnach, wie viele a’ treffen. Durch jeden Punkt von a gehen 
7 zwei Curven, welche a nochmals und a’ treffen; daraus geht hervor, dass 

e viermal die beiden Begegnungspunkte mit a zusammenfallen: man überzeugt 
= sieh leicht, dass eine solche Coineidenz nur von einer Berührung herrühren 

” 7 kann; denn die endliche Zahl der zerfallenden Curven hat getrennte Be- 
£ gegnungspunkte mit «. Also: 

s : Es giebt vier Curven (a’,a'), d.h. welche a berühren und a’ treffen, 
; worauf schon in No. 24 hingewiesen wurde. 

n 4 Und: die Fläche der Curven (a’), d.h. welche a berühren, ist vierter 

zi is Ordnung (D*). Die Punkte A* sind auf dieser Fläche D* doppelt; denn wenn 

= «a durch einen derselben geht, so geht durch jeden Punkt von a nur eine 


Curve, welche a nochmals und die Gerade a’ auch ausserhalb des Punktes 
15 * 
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A, trifft; weshalb sich nur zwei Coincidenzen ergeben. Oder in diesem 
Falle liegen A’, a, a’ auf einer Fläche zweiten Grades, welche auch die 
Curven enthält, die « ausserhalb 4A; treffen und a berühren; solcher Curven 
(dureh 4°) giebt es auf dieser Fläche zwei. Die Gerade a ist auf D* eben- 
falls doppelt; denn es gehen durch jeden Punkt derselben zwei (unendlich 
nahe) erzeugende Curven, oder wenn a’ die Gerade a trifft, so erzeugen alle 
Curven (durch A*), welche a’ treffen und noch durch einen Punkt A auf a 
gehen, eine Fläche fünfter Ordnung, welche, weil sie in A einen dreifachen 
Punkt hat, von a ausserhalb A und a’ nur noch einmal getroffen wird: 
d.h. es giebt eine Curve durch jeden Punkt von a, welche a nochmals 
und «a ausserhalb «a trifft, wodurch wir zu zwei Coineidenzen. also zu zwei 
die a berührenden Curven kommen, welche a’ in einem von aa’ verschie- 
denen Punkte begegnen. Auf jeder Fläche zweiten Grades ferner durch 4’ 
und a giebt es nur zwei Curven durch A*, welche a berühren: der Schnitt 
dieser Fläche mit D* kann aber nur aus a und erzeugenden Curven der 
D* bestehen. 

27. Der Schnitt der Fläche D* mit einer Ebene «,, z. B. «,., be- 
steht aus dem Kegelschnitt durch A,A,A; und die Spur von a, welcher 
in letzterem Punkte die Ebene A,a berührt: er wird ergänzt durch die 
Gerade aus A nach diesem Punkte. Die Gerade a ist wegen der am Ende 
von No. 6 gemachten Bemerkung Tangente der so zusammengesetzten 
eubischen Raumeurve; der Kegelschnitt zählt aber wegen dieser uneigent- 
lichen Berührung in seiner Ebene doppelt, so dass die Ebene längs des- 
selben berührt. Um dies noch genauer einzusehen, lege man a’ in die 
Ebene «3; so giebt es durch jeden Punkt A von a nur eine Curve, welche 
a nochmals und a’ trifft, nämlich die aus der Geraden A,A und dem Kegel- 
schnitte in a,, durch A,A,A, und die Spuren von a und A,A bestehende: 
der zweite Schnittpunkt mit a ist also stets die Spur von a in ad,», folg- 
lich giebt es auch nur eine Coincidenz, wenn nämlich A in diese Spur fällt, 
wobei der eben beschriebene Kegelschnitt in den oben genannten übergeht; 


es giebt demnach nur eine Curve, welche a berührt und a’ trifft; letzteres 
geschieht aber gleich zweimal: diese zwei Begegnungspunkte mit a’ ver- 
treten die vier Begegnungspunkte der a’ mit D*, so dass zweimalige Be- 
rührung stattfindet. 

Auf der Fläche D* selbst kann diese und ebenso die drei andern 
analogen Curven offenbar nicht doppelt liegen; auch lässt sich leicht nach- 


8 
Sa 
Be; 
= 
E 
; 
2 
. 


} 
(3 
u 47 
£} 
& 
& 
Pi 
J 
x 
3 
hi 
N 
a; 
4 
3 





En RER 


Bra en ar 





wei 
vor 
ver 
aus 


Orc 
0SC 


Eb 


NoC 


(20 
face 
nal 


um 
au; 


we 
sel 
für 
an 


So 


eig 
Dr 
de: 
er; 
vie 








rn 





ö A at a ne m Ag RE a rt ke 
RÄT ET EEE LITER TTT NEN TFA A 1 


ENT REN se Ey en 


Sturm, Erzeugnisse, Elementarsysteme u. Charakteristiken v. cub. Raumcurven. 117 





weisen. dass die Fläche zweiten Grades durch A* und a (siehe Ende der 
vorigen Nummer), welche eine solche Curve enthält, noch eine von ihr 
verschiedene im Allgemeinen nicht zerfallende erzeugende Curve aus D* 
ausschneidet. 

28. Weil D* von jeder Ebene durch a noch in eine Curve zweiter 
Ordnung getroffen wird, so ergiebt sich: 

Es giebt zwei Curven (durch A’), welche eine gegebene Ebene so 
osculiren, dass eine in derselben gegebene Gerade Tangente ist. 

Die Fläche D* trifft die Curve K’ der Berührungspunkte einer 
Ebene «@ mit Curven (2a) ausser in dem auf beiden doppelten Punkte (a, «) 
noch in acht Punkten: 

Es giebt also acht Curven (a',a), d. h. welche eine gegebene Gerade 
a und eine gegebene Ebene « tangiren. 

Die Fläche D* der Curven (a?) und die Fläche F*® der Curven 
(2a,c) haben ausser der auf der ersteren doppelten, auf der andern vier- 
fachen Geraden a nur noch erzeugende Uurven gemein, die acht eben ge- 
nannten. 

Ebenso wird D* von der einem Punkte A zugehörigen Curve B? 
ausser in sechs auf a und in den A? gelegenen Doppelpunkten noch achtmal 
getroffen; also: 

Es giebt acht Curcen (a,A), d. h. welche eine Gerade a berühren 
und eine durch den Punkt A gehende Tangente besitzen. 

Dieselben sind der Fläche D* und der Fläche 7° der Curven (2a, A) 
ausser a gemeinsam. 

29. Betrachten wir nun die Fläche F* der Curven (aada”), d.h. 
welche (durch A* gehend) sich auf drei Gerade a, a‘, a" stützen. Auf der- 
selben ist jede dieser drei Geraden fünffach, weil durch jeden Punkt derselben 
fünf Curven gehen, welche die beiden anderen treffen. Nehmen wir zuerst 
an, dass zwei aa’ von den drei Geraden aaa” in derselben Ebene liegen: 
so löst sich die Fläche fünfter Ordnung der Curven durch A* und den 
Punkt aa’ ab, welche a” treffen; auf der übrigbleibenden Fläche F’, dem 
eigentlichen Erzeugniss, sind aa’ noch fünffach, hingegen a” blos vierfach. 
Durch A* und die beiden Geraden aa’ geht nun eine F?. Durch jeden Punkt 
der ferneren Curve, welehe F’ und dieser Fläche gemeinsam ist, geht eine 
erzeugende Curve der F’, welche, weil sie mit F? sieben Punkte, nämlich die 
vier Punkte A4*, die Stützpunkte auf a, a’ und den betrachteten Punkt gemeinsam 
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hat, ganz auf derselben liegt. Also kann diese fernere Schnitteurve von F’ 
und F’ nur aus erzeugenden Öurven von F’ oder Theilen derselben bestehen. 
Nun giebt es auf F* durch A* und jeden der beiden Schnittpunkte (F°, a”) 
zwei Curven, von denen die eine a zweimal, a’ einmal, die andere a ein- 
mal, a’ zweimal trifft; diese vier Curven gehören der F’, weil sie je eine 
der beiden Geraden a, a’ doppelt treffen, zweifach an. 

Die Ebene «&,, schneidet aus F? einen Kegelschnitt, welcher sowohl 
a als a’ trifft; er wird durch jede der beiden Geraden aus A,, die ihn und 
a treffen, zur vollständigen erzeugenden Ourve ergänzt. Also gehört dieser 
Kegelschnitt und ebenso die drei in As, 4, 0%, der F’ doppelt an. 
Mithin ist der Gresammtschnitt der Flächen F’ und F? von der Ordnung 
2.5+4.3.2+4.2.2=50. Die Ordnung der Fläche F’ ist demnach 25. 
Fügt man die oben abgetrennte Fläche fünfter Ordnung hinzu, so ergiebt 
sich die Fläche F” für den Fall, dass a und a’ nicht in derselben Ebene 
liegen, von der 30. Ordnung. Oder wenn 5b in diesem Falle eine Gerade 
ist, die z. B. a trifft, so giebt es. weil die Fläche der Curven (a, a’, b), wie 
eben erwiesen, 25. Ordnung ist, 25 Curven, welche aa’ba” treffen; d.h. b 
wird von der Fläche der Curven (aa’a”) ausserhalb a noch in 25 Punkten 
getroffen, folglich, da a derselben fünffach angehört, im Ganzen in 30 Punkten. 

Die Fläche der Curven (aa'a') ist demnach 30. Ordnung F”. 


J 
0:98 209% 


Es giebt 30 Curven (aaa a ), d. h. welche vier (gegen einander wind- 
schiefe) Gerade treffen. 

30. Die Geraden a, sind auf dieser Fläche F’ vierfach, d.h. ge- 
hören je zu vier erzeugenden Curven; a, z. B. wird ergänzt durch die vier 
Kegelschnitte, welche durch A,. A, gehen und die vier Geraden aa'a’a,, 
treffen *). Der weitere Schnitt (18. Ordnung) einer Ebene «,,, z BD. 
ergiebt sich in folgender Weise: 1) Durch A, A, A, und die Spuren von 
a und a’ geht ein Kegelschnitt; derselbe gehört zu zwei Curven und wird 
durch die beiden Geraden ergänzt, die durch A, gehen und ihn und a” 
treffen; man erhält so durch Vertauschung der Geraden aa’a” drei derartige 
doppelte Kegelschnitte. 2) Aus A, geht eine Gerade, welche a und a’ trifft: 


*) Chasles, ©. R. LXI S. 391. (Ohne Beweis). — Hierholzer, Math. Ann. Bd. 2 
S. 574. — Dass die Kegelschnitte, welche durch zwei Punkte gehen und drei Gerade 
treffen, eine Fläche vierter Ordnung erzeugen, ist leicht einzusehen; in jeder Ebene 
durch die Verbindungsgerade der beiden Punkte liegt einer, und diese Gerade setzt 
mit jeder der beiden Geraden, welche sie und die drei gegebenen Geraden treffen, 
selbst einen solchen Kegelschnitt zusammen. 
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sie ergänzt den Kegelschnitt durch A,A,A;, der durch ihre Spur und die 
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von a” geht; es ergeben sich dadurch drei einfache Kegelschnitte. Der 
Sehnitt ist nun erschöpft: es ist von vorn herein klar, dass er nur aus ebenen 
T’heilen von erzeugenden Uurven bestehen kann. Dass z. B. Punkt (a, «) 
finffach ist, zeigt sich, indem durch ihn zwei der doppelten Kegelschnitte 
1) und einer von den einfachen 2) gehen. 

31. Um die Vielfachheit der Punkte A* auf der Fläche F” zu er- 
mitteln, lege man eine Gerade a’ durch einen derselben, A,, und betrachte 
die Fläche F’ der Curven (aaa), wobei a” noch ausserhalb des Punktes 
A, getroffen werden soll. a” ist auf derselben wie im allgemeinen Falle 
fünffach, hingegen a und a’ sind nur doppelt; denn es giebt z. B. durch jeden 
Punkt von a nur zwei Curven, welche a’ und a”, letztere noch ausserhalb 
A,, treffen (Nr. 1). Durch die A*, a und a” geht eine F? und ihr Schnitt 
mit F’ kann nur aus erzeugenden Curven ausser aus a und a” bestehen. 
Auf F? giebt es durch A* und jeden der beiden Punkte (F’,a’) nur eine 
Curve, welche «@” nochmals trifft; da sie aber auch « zweimal trifft, so ist 
dieselbe eine doppelte erzeugende Curve von F'“. Der Kegelschnitt (F?, a,.;) 
trifft a und a” und wird ergänzt durch jede der beiden Geraden aus A,, 
die ihn und a’ treffen; er liegt aiso doppelt auf F’; die drei andern Ebenen 
liefern diesmal keinen Kegelschnitt. Die Gerade auf F? durch A,, welche 
a und a’ trifit, wird zur erzeugenden Curve durch den Kegelschnitt ergänzt, 
der durch A,A; A, geht, sie und die a’ trifft: A, und A, liefern eben solche 
Geraden. Also ist der ganze Schnitt (F’, F?\ von der Ordnung 

5+2+2.2.53+2.2+3 = 26. 
Die Fläche F° hat demnach die Ordnung 13; es giebt folglich 13 Curven, 
welche aa’a”a”' treffen, oder die Fläche der Curven (aa’a”) wird von a” 
ausserhalb A, in 13 Punkten getroffen. Jeder der Punkte A* ist deshalb 
auf F” siebzehnfach. 

Die Zahl der durch ihn gehenden Curvenäste oder hier Curven in 
den Ebenen «,,, die ihn enthalten, ist ebenfalls 17: woraus jedoch umgekehrt 
nicht auf den Grad der Vielfachheit des Punktes auf der Fläche hätte ve- 
schlossen werden können, da möglicherweise eine Berührung noch neue Aeste 
hinzubringen konnte. Nachdem aber an dieser Fläche erkannt, dass eine 
Berührung nieht statthat, wird später die Vielfachheit der Punkte A’ auf 
ähnlichen Flächen durch Abzählung in den Ebenen «,, ermittelt werden. 
weil nicht immer eine Ermittelung der exaeten Art möglich sein wird. 
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32. Auf der F” giebt es noch zwölf doppelte erzeugende Curven, 
welche nicht zerfallen und von denen je vier eine der drei Geraden aaa” 
zweimal, die beiden andern einmal treffen (No. 19). Von den 16 Punkten, in 
denen jede der drei (reraden von diesen zwölf Curven getroffen wird, sind die 
acht, welche von den vier sie zweimal treffenden herrühren, sechsfach; denn 
die Curven, welche durch jeden dieser acht Punkte z. B. auf a gehen und 
noch a’ und a” treffen, hängen von der übrigen Lage der Geraden «a nicht 
ab, also sind es wirklich fünf Curven, auf der Fläche ist die eine, weil sie 
a nochmals trifft, doppelt und so gehen durch den Punkt vier einfache und 
eine doppelte, also sechs erzeugende Curven. Die acht andern Punkte aber 
sind blos fünffach; denn durch jeden von ihnen (auf a) gehen drei, welche 
a’ und a” einmal treffen, und eine, welche zwei vertritt, weil sie eine dieser 
(reraden zweimal trifft. 

33. Ein paar specielle Beispiele mögen hier noch Erwähnung finden: 

Gehen aaa’ durch denselben Punkt, so ist die Fläche ‘der sie (in 
getrennten Punkten) treffenden Curven 18. Ordnung, enthält die Punkte A’ 
zehnfach und die drei Leitgeraden vierfach. 

Liegen aa’a’ in einer Ebene, so ist die Fläche 15. Ordnung; die 
drei Geraden sind auf ihr vierfach, die Punkte A* elffach; diese Fläche 
wird zur vollen F” dureh die drei Flächen ergänzt, deren erzeugende 
Curven durch den Schnittpunkt zweier der drei Geraden gehen und die 
dritte treffen. 

34. Legt man durch eine der Geraden z. B. a’ eine Ebene «, so 
schneidet dieselbe aus F” noch eine Curve 25. Ordnung, welche durch jeden 
der acht sechstachen Punkte von a’ einmal geht und dieser Geraden dem- 
nach noch in 17 Punkten begegnet. Daraus ziehen wir folgende Sätze: 

Die Curven (durch A*), welche aa’ treffen und die Ebene « berühren, 
kurz die Curven (aa «) erzeugen durch ihre Berührungspunkte in « eine 
Curve 17. Ordnung. Dieselbe geht durch jeden der beiden Punkte (a, «) und 
(a', a) dreimal, weil z. B. die in (a, «) die Ebene & berührenden Curven eine 
Fläche dritter Ordnung (No. 13) beschreiben, die also von «@’ dreimal geschnitten 
wird. Ferner die Curven, welche die Ebene « auf der Geraden a’ berühren 
und die Gerade a treffen, erzeugen eine Fläche 17. Ordnung S'. Die Ge- 


rade a ist auf S' doppelt; denn durch jeden Punkt von a gehen zwei 
Curven, welche « auf a” tangiren (No. 2); hingegen die Gerade a" ist dreifach, 
denn von den die Ebene « in einem Punkte von a” berührenden Curven 
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en, 7 treffen drei die Gerade a (No. 13). Alle drei durch a’ gehenden Mäntel 
4 " i . . u . « 

u. © haben längs dieser Geraden die nämliche Berührungsebene «. 

in 35. Ehe wir die Ordnung des weiteren Schnitts von « mit S"” er- 


die “ mitteln, wollen wir die eben gemachte Untersuchung nach der Zahl der a, 


mn 5 4' treffenden und & auf a” berührenden Curven noch in etwas anderer Form 
nd 5 wiederholen. 
eht \ In « seien zwei Gerade a’a”, so ist die Zahl der Uurven, welche 





Ble aa'a"a”' treffen, weil a”a”' sich schneiden, nur 25 (No. 29). Rückt man 
nd a” und a”’' unendlich nahe zusammen, so haben acht unter diesen getrennte 
ser Begegnungspunkte mit a” und a”; dieselben vereinigen sich bei der wirk- 





he lichen Coineidenz von a” und a’ zu je zweien zu den vier Curven, welche 

ser 5 ga’ einmal, a” zweimal treffen (No. 19). Die 17 übrigen haben unendlieh 
| nahe Begegnungspunkte mit a” und a”, so dass sie die Ebene « auf a” 

n: ; tangiren. 

(in ; Es werde nun auch a’ in die Ebene «@ gelegt, so giebt es nach No. 33 

A’ 5 nur 15 Curven, welche aa’a”a” trefien und zwar in getrennten Punkten; 
rieken wieder a” und @” unendlich nahe, so haben nun nur vier von diesen 

lie 15 getrennte Begegnungspunkte mit a” und a’, indem es nur zwei Ourven 


he giebt, welche a” zweimal, a und a’ einmal und zwar letztere nieht in dem 
de Punkte (a’a”) trefien (No. 19). Es bleiben demnach 11 Curven übrig, 
lie " welehe a” und a” in unendlich nahen Punkten treffen, d.h. « auf a” be- 
rühren. Die Fläche siebzehnter Ordnung, welche von den Uurven erzeugt 


80 wird, die die Ebene « auf a’ berühren und a treffen, wird von der in « 
en liegenden Geraden a’ ausserhalb a’ noch elfmal getroffen: der fernere 
mM 5 Schnitt ist also 11. Ordnung: a’ muss demnach wegen jedes berührten 

‚ Mantels zweifach abgezogen werden, und stellt gewissermassen zwei in der- 
"%, 4 selben Ebene liegende unendlich nahe dreifache Geraden dar. Dasselbe 


ne = konnte freilich auch auf eine der Untersuchungsweise von No. 34 ähnliche 
nd = Art ermittelt werden. 


ne zu 36. Durch ähnliche Deduetionen wie in No. 31 und 33 ergiebt sich, 
en 5 dass wenn a’ durch einen der Punkte A* geht, es nur noch sieben Curven 


en = giebt, welche « auf a” berühren, a und a’, letztere ausserhalb A,, treffen. 
e-- © Demnach liegen die vier Punkte A* auf S” zehnfach. 

ei 4 Jede der Geraden a, ist auf S' dreifach; denn es giebi, wie oben 
h, 5 bemerkt, vier Kegelschnitte durch zwei Punkte A,A,, welche vier wind- 
on 


schiefe Geraden aa,,a”a” treffen, von denen, falls a’a”’ in einer Ebene liegen, 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 2. 16 
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der durch ihren Schnittpunkt gehende in Wegfall kommt; die drei andern 
berühren die Ebene « = (a”a””), wenn diese Gerade unendlich nahe rücken, 
auf a’. Jeder dieser drei Kegelschnitte ergänzt die Gerade a, zu einer 
erzeugenden Curve der Fläche $". 

Der fernere Schnitt der Ebene «.; z. B. mit S'’ besteht aus dem 
doppelten Kegelschnitte, welcher durch A,A,A; geht und « auf a’ berührt 
und jede der beiden Geraden, die ihn und a treffen, zur Ergänzung haben 
kann, und dem doppelten Kegelschnitt durch A,A,A;, welcher durch die 
Spuren von a und a’ in «@a geht und durch die von A, nach letzterer 
gehende Gerade ergänzt wird und wegen dieser uneigentlichen Berührung 
init « auf «@,, doppelt zählt. Da die Berührungspunkte der Curven (2a, «) 
auf « eine Curve dritter Ordnung bilden (No. 20), so giebt es drei doppelte 
erzeugende Curven auf S"”, die nicht zerfallen; ihre drei Begegnungspunkte 
mit a’ haben denselben Grad (3) der Vielfachheit wie diese Gerade, hingegen 
die sechs Schnittpunkte mit a eine um 1 höhere Vielfachheit (ebenfalls 
3) als a. 

37. Die Curve elfter Ordnung, in der die Fläche S'’ von der Ebene 
ce ausser in a” durchschnitten wird, trifft «' in elf Punkten; d.h. von den 
dritten Schnittpunkten der diese Fläche erzeugenden Curven mit « liegen 
elf ebenfalls auf «’. Die doppelten erzeugenden Curven haben nach der 
vor. No. keinen Einfluss. Nun ist in No. 17 und 20 erkannt worden, 
dass es zwei Curven giebt, welche die Gerade a treffen und die Ebene 
o einmal auf a’ berühren und einmal treffen. Es stellt sich demnach 
heraus, dass bei neun erzeugenden Curven von S' der dritte Schnittpunkt 
sich unendlich nahe am Berührungspunkte befindet, und damit ergeben sich 
die Sätze: 

Es giebt neun Curven, welche a treffen und « auf a osculiren. 

Die Curven, welche a treffen und die Ebene « osculiren, kurz die Curven 
‚a,«') erzeugen durch ihre Osculationspunkte eine Curve neunter Ordnung 0". 

Die Curven, welche die Ebene « auf a’ osculiren, bilden eine Fläche 
neunter Ordnung S. 

Auf der Curve O° ist der Punkt (a,«) doppelt (No. 13). Die Fläche S’ 
hat die Gerade a” zur Doppelgeraden (No. 13), oder vielmehr a” repräsentirt 
drei unendlich nahe doppelte Geraden. Der fernere Schnitt dieser Fläche mit 
« kann nur aus Theilen von erzeugenden Curven bestehen: er wird durch 
die drei Diagonalen des vollständigen Vierseits, in dem « das vollständige 
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Vierflach der vier Ebenen «,, durchschneidet, gebildet: jede bildet mit den 
beiden Gegenseiten des vollständigen räumlichen Vierecks A*, welche sie 
trifft. eine erzeugende Curve. 

38. Es lässt sich nun wiederum durch ähnliche Schlüsse wie früher 
erkennen, dass der Ort der dritten Sehnittpunkte der Ebene « mit den Curven, 
welehe sie auf a’ berühren und eine durch einen A, gehende Gerade a 
treffen, fünfter Ordnung ist, dass es jetzt nur eine Curve giebt, welche a 
trifft, « auf a” berührt und in einem getrennten Punkte ebenfalls auf a” 
durehsehneidet, so dass vier Curven, welche a ausserhalb A; treffen. die 
Ebene « auf a” osculiren. Also: 

Die Oseulationseurve (in @) der Curven (a’, a) ist nur vierter Ord- 
nung, wenn a durch einen der Punkte A* geht; sie geht ebenfalls durch 
den Punkt (a, @) doppelt. Und: 

Auf der Fläche S’ der Curven, welche « auf a” osculiren, ist jeder 
der Punkte A* fünffach. 

Ferner erzeugen die Berührungspunkte der Ebene « mit den Curven 
(o,a,a’), wo a dieselbe Lage hat, wie in dem eben ausgesprochenen Satze, 
eine Curve siebenter Ordnung, welche durch den Punkt a, «) dreimal, dureh 
den Punkt (a, «@) nur einmal geht. 

Diese beiden Curven vierter und siebenter Ordnung haben zunächst 
den Punkt (a, «@) als sechsfachen Schnittpunkt gemein, ferner wenn wir 
voraussetzen, dass a durch A, gehe, die Berührungspunkte von « mit den 
beiden Kegelschnitten durch A, A; A;. welche a treffen und « berühren, und 
die drei Punkte auf den Geraden « (&s4. &34. &,), In denen dieselben von 
bez. durch A;, A,, A, gehenden und auch a begegnenden Geraden getroffen 
werden; nehmen wir an, dass diese letzteren Punkte bez. für x, y Schnitt- 
punkte der beiden Curven zählen, so bleiben noch 22-22 —3y =z ge- 
meinsame Punkte übrig. Durch jeden dieser Punkte geht eine einzige 
Curve, welehe die Ebene « in ihm berührt und die Gerade a in einem von A, 
verschiedenen Punkte trifft; denn die Curven, welche « in einem festen Punkte 
berühren, erzeugen eine Fläche dritter Ordnung, welche die A* zu Doppel- 
punkten hat. Weil jeder der z Punkte der Curve siebenter Ordnung angehört, 
so wird die Ebene « in ihm von einer Curve tangirt, welehe a und a’ trifft; 
weil er aber auch der Curve vierter Ordnung angehört, so wird sie dort 
von einer Curve oseulirt, welche «a trifft. Beide Curven sind identisch. 

Folglich giebt es z Curven, welche die Ebene « oseuliren, a und 
16 * 
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a’ treffen; demnach ist die Fläche der Curven (a, «’) von der Ordnung z, 
und auf der Fläche 0* der Curven (a’, «’) sind die Punkte A* (»n—z)-fach, 

Es ist leicht einzusehen, dass die Fläche 0° der Curven (a, «’) mit 
der Ebene « nichts anderes als die Curve vierter Ordnung der Oseulations- 
punkte gemein hat. Vermuthlich ist dieselbe als dreifacher Schnitt zu 
rechnen, jedenfalls nicht als geringerer; sagen wir zunächst «-fach; so er- 
giebt sich 

2 = 22 — (207 +3y) = Au, 
positive Zahlen zu lösen, als durch 
u=3, r=y=2; alo z=12. 

Die Fläche der Curven (a,«’) ist mithin von der Ordnung 12, wenn a 
durch einen der Punkte A* geht, und hat mit der Ebene « nur die dreifach 
zählende Öseculationseurve vierter Ordnung gemein. 

39. Es ergiebt sich daraus auch für den allgemeinen Fall, wo a 
nicht mehr durch einen der Punkte A* geht, dass die Fläche O0" der Curven 
(a,«) mit « nur die dreifach zählende Osculationscurve neunter Ordnung 0" 
gemein hat und demnach 27. Ordnung ist, also die Punkte A’ zu 15-fachen 
Punkten hat. 

Auf dieser Fläche 27. Ordnung O0" ist die Gerade a sechsfach (No. 5.). 
Ferner giebt es (No. 22.) drei doppelte (nicht zerfallende) Erzeugungscurven 
auf O0”, deren Osculationspunkte auf « Doppelpunkte der Curve O° sind und 
deren sechs Begegnungspunkte mit a siebenfache Punkte dieser Geraden sind. 

Wird eine Ebene «' durch a gelegt, so führt der fernere Schnitt 
21. Ordnung zu 15 Curven, welche « oseuliren und « auf a tangiren. 

Ferner: Es giebt 27 Curven (a’,a,a'), d. h. welche die Ebene « 
osculiren und den Geraden a und a’ begegnen. 

Liegen letztere in derselben Ebene «’', so reduciren jene sich auf 21. 
welche a und a’ in verschiedenen Punkten treffen, und rücken a und a’ unendlich 
nahe, so haben 3.2 von ihnen getrennte Begegnungspunkte mit a und a, 
von denen sich bei der wirklichen Coineidenz je zwei in eine der 3 Curven 
(@, 2a) vereinigen; die 15 übrigen tangiren «@' auf a. 

Die Curven («,c'), welche eine Ebene « osculiren, eine andere « 
tangiren, erzeugen in letzterer eine Berührungscurve 15. Ordnung. 

Die Ordnung der Oseulationseurve in « wird später ermittelt werden. 

40. Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der Fläche der Curren 
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IS 2, 


fach. ° die Geraden a und a’ zehnfach (No. 3). Wir nehmen zunächst wieder an, 
\ * 


(a,a',a), d.h. welche a und a’ treffen und « berühren. Auf derselben sind 


mit I dass a und a’ in einer Ebene liegen, in welchem Falle sie dann mit den 
ions- ° 4* auf einer Fläche F? sich befinden, deren Schnitt mit unserer Fläche 
t zu ° F“ nur aus erzeugenden Curven (ausser aus a, a’) bestehen kann. Auf F’ 


ZELTEN 


) er- giebt es in jedem der beiden Systeme cubischer Raumeurven dureh A? vier 
Curven, welche die Ebene « tangiren; denn z. B. die durch A* gehenden, 
' welehe die Schaar (a) zweimal, die Schaar /a’) einmal treffen, können in 
anze ° die F? durch einen Büschel zweiter Ordnung eingeschnitten gedacht werden, 
welcher irgend eine Gerade von F” aus der Schaar (a) und irgend eine sie 
zweimal treffende eubische Raumeurve (durch _A*) zur Grundeurve hat: 
In a zwischen dem von « aus F” ausgeschnittenen Kegelschnitte und dem durch 
fach ce aus diesem Büschel ausgeschnittenen Büschel von Kegelschnitten finden 
aber, weil letzterer einen Grundpunkt auf ersterem hat, vier Berührungen statt. 
oa Die vier Öurven des einen Systems gehören F“ doppelt an, weil sie 
ırven a zweimal, die des andern ebenfalls. weil sie « zweimal treffen. 
g 0 Ferner bildet der Kegelschnitt, welcher F? und der Ebene «,, ge- 
chen ' meinsam ist (und a und a’ trifft), mit jeder der beiden Geraden, die von A, 
nach seinen Begegnungspunkten mit « gehen, eine erzeugende Curve, welche 
.5.). freilich mit @ statt einer Berührung einen Doppelpunktsschnitt hat: nehmen 
ırven wir an, dass eine derartige Curve z-fach als Schnitt zähle; so hat, weil 
und es auch in 4, % 34, %, Solche Curven giebt, der gesammte Schnitt (F’, F“) 
sind. die Ordnung 2.10 +2.4.2.3+4.2.2.2—= 68+16z, die Fläche F“ mithin 
hnitt die Ordnung 34+8z. Dazu kommt noch die Fläche zehnter Ordnung, 
Iren. welche in Folge des Umstandes sich abgetrennt hat, dass a und a’ sich 
ne schneiden (No. 3); also ist die Fläche im allgemeinen Falle von der Ord- 
nung 44-+8z. Man kann auch, wie oben (No. 29‘, beweisen, dass sie von 
f 21. jeder Geraden, welche einer der beiden Leitgeraden a, a’ begegnet, ausser- 
llich halb noch in 34+8z Punkten getroffen wird. 
da, 41. Um den Werth von z zu finden, ermitteln wir den Schnitt unserer 
rven Fläche mit einer der Ebenen «,, z. B. mit «.,. 


Derselbe kann wiederum nur aus Theilen von zerfallenden Curven 
e « | bestehen: 

1) Durch A,, A,. A; und die beiden Spuren von a und a’ geht ein 
den. | Kegelschnitt, der mit den beiden Geraden. welche aus A, nach seinen 





Schnittpunkten mit « gehen, eine erzeugende Curve, welche von « im 
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Doppelpunkte geschnitten wird, zusammensetzt; derselbe ist also 2z-fach zu 
rechnen (wobei freilich nicht striete bewiesen ist, dass z in diesem und in 
vorigem Falle nothwendig denselben Werth haben muss); 2) durch A,, A,, 
A; und die Spur von a gehen zwei Kegelschnitte, welche « tangiren; jeder 
wird ergänzt durch die beiden Geraden aus A,, die ihn und a’ treffen; die 
Vertauschung von a und a’ giebt zwei weitere solche doppelte Kegel- 
schnitte; 3) von A, geht eine Gerade aus, welche « und a’ trifft; jeder der 
beiden Kegelschnitte durch A,, A,, A;. der sie schneidet und «& berührt, 
ergänzt sie; 4) die Gerade a, bildet mit jedem der sechs Kegelschnitte 
durch A;, A,, welche a, a’, a, treffen und « berühren *), eine erzeugende 
Curve; ähnliches gilt für a,;, a3; 5) durch A, geht eine Gerade, welche «a 
und («&, 2) trifft; der Kegelschnitt durch A,, As, A;, die Spur von a’ und 
den Begegnungspunkt jener Geraden mit («, &,3) ergänzt sie zur erzeugenden 
Curve mit Doppelpunktsschnitt; die Vertauschung von a und a’ giebt eine 
eben solche Curve; 6) der Kegelschnitt durch die Punkte 4,A,. (a.,e), 
welcher a und a’ trifft, ergänzt a, zu einer Curve mit Doppelpunktsschnitt : 
ebenso haben a,, a, solche Ergänzungen. 

Also ist die Ordnung des gesammten Schnitts 

2.23+2.2.22+2.2+3.6+2.2.3+32 = 38+11z; 

nach der andern Untersuchung hatte sich ergeben 44+8z; woraus hervor- 
geht: 3 = 2. 

Daraus ergiebt sich: 

Die Fläche der Curven (aa'«) ist 60. Ordnung, F”. 

Es giebt 60 Curven 'aa’a’«), d. h. welche aa’a” treffen, « berühren. 

Es lässt sich ähnlich wie früher bei F” und dureh Controlle in einer 
der Ebenen «,, nachweisen, dass jeder der Punkte A* auf F” 34-fach_ ist: 
F" sinkt nämlich zur 26. Ordnung, wenn eine der beiden Leitgeraden 
durch einen der Punkte A* geht. 

Die 2.8 Curven, welche « berühren, die eine der beiden Geraden a, 
a’ zweimal, die andere einmal treffen, (No.21) gehören der F” doppelt an 
und die 16 Begegnungspunkte der a, beziehungsweise a’ mit den sie doppelt 
treffenden Curven sind elffach auf der Fläche. 


*) Chasles, a. a. O. dieselbe Seite; Hierholzer, a. a. O. S.580. Auf die Fläche 
sechster Ordnung der Kegelschnitte, welche durch zwei Punkte gehen, zwei Gerade 
treffen und eine Ebene berühren, werden wir noch Gelegenheit haben, näher einzu- 
gehen (No. 44). 
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Die Geraden a;,, gehören F” achtfach an. 
in Die Berührungsceurve der die F” erzeugenden Curven mit « ist 
A, 3 17. Ordnung (No. 34). 


“u 42. Indem wir durch a’ z.B. eine Ebene «' legen, ergiebt sich, 
die 9 dass 60-10-16=34 erzeugende Curven von F® die Ebene «’ auf «a 
‚el- - berühren. 
der Die Curven (a,o,«'), welche eine Gerade a treffen, zwei Ebenen « 
hrtt, und «' berühren, erzeugen durch ihre Berührungspunkte in letzteren je eine 
itte ' Curve 34. Ordnung. Dieselbe geht durch den Punkt (a,«), beziehungsweise 
ıde  (a,«') sechsfach (No. 13). 
ea | Die Curven, welche « auf a, «' irgendwo berühren, erzeugen eine 
ind Fläche 34. Ordnung S’*. Die Gerade a ist auf ihr sechsfach, und alle sechs 
len Mäntel berühren längs derselben die Ebene «: der fernere Schnitt — der 
ine ‚ Ort der dritten Schnittpunkte der erzeugenden Curven dieser Fläche mit 
0), ce — ist eine Curve 22. Ordnung, wie auf ähnliche Weise als in No. 35 
itt; dargethan werden kann. Von derselben wird a in 22 Punkten getroffen: 

nun giebt es vier Curven, welche eine Ebene « berühren und eine andere 

ce auf a einmal tangiren, das andere Mal schneiden (No. 22); also giebt es 

18 Curven auf S’*, bei denen sich der dritte Schnittpunkt unendlich nahe 
Or- neben dem auf a gelegenen Berührungspunkt befindet; demnach: 


Es giebt 18 Curven, welche «' tangiren, « auf a osculiren; oder: 
Die Curven |«',«a), welche eine Ebene « osculiren, eine andere «' 
tangiren, erzeugen durch ihre Osculationspunkte in « eine Curve 18. Ordnung 
en. ‚0'"), während die Taectionseurve in «@ sich in No. 39 von der 15. Ordnung 
ıer ergeben hat. 


) 4 


st: | Die Fläche dieser Curven ist, weil sie mit « keinen andern Schnitt 
en als die Osculationscurve gemein haben kann. 54. Ordnung (0°, und der 


fernere Schnitt derselben mit der Ebene von «' von der 24. Ordnune. 
Lee) 


a, Es giebt 54 Curven (a,«',«'), d. h. welche eine Gerade a treffen, eine 
an Ebene « osculiren, eine andere «' berühren. 
elt 43. Um dies Resultat zu verificiren, suchen wir den Schnitt der 


Fläche 0°%* mit der Ebene «,.,. Derselbe kann nur aus Theilen von zer- 
fallenden erzeugenden Curven bestehen; bei einer solchen Curve muss an 


:he Stelle der Osculation mit « treten, dass der Kegelschnitt die « tangirt und 
de 


ZU- 





' die ergänzende Gerade durch den Berührungspunkt geht: was wir eine 
‚> Doppelpunktsberührung nennen können. Es kann nur der Kegelschnittsast 
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des Doppelpunktes berühren, weil der gerade Ast nicht in « hineinfallen 
kann, da er mindestens durch einen der vier Punkte A* gehen muss. 

1) Es giebt vier Kegelschnitte durch A,, A,, A;, welche « und «' 
berühren; jeder wird durch die Gerade aus A, nach dem Berührungspunkte 
mit « ergänzt; 2) durch A,, A,, A, und den Punkt (a«'a,,) geht ein Kegel- 
schnitt, welcher die Ebene « in letzterem Punkte tangirt und seine Ergän- 
zung in der von A, nach demselben gehenden Geraden findet; diese Curve 
geht mit « eine Doppelpunktsberührung, mit «' einen Doppelpunktssehnitt 
ein; 3) durch die Punkte A,A, und (ce, a.) gehen zwei Kegelschnitte, welche 
a in-letzterem berühren und auch «’ tangiren; diese Kegelschnitte ergänzen 
beide die Gerade a... 

Nimmt man an, dass eine Schnitteurve der ersteren und dritten Art 
(mit Doppelpunktsberührung) y-fach zähle, so zählt eine von der zweiten 
Art zy-fach oder 2y-fach (Nr. 41); der Gesammtschnitt von &,., mit 0% hat 
die Ordnung 

4.2y+2.2y4+3.2y = 54, 
also: 
y=3. 
Eine ähnliche Ermittelung des Schnitts von «&,, konnte schon’ bei der 
Fläche 0” vorgenommen werden und hätte ebenfalls zu y=3 geführt. 

44. Es ist bis jetzt nur festgestellt, dass der in einer Ebene o,, 
befindliche Theil einer Curve mit Doppelpunktsschnitt, beziehungsweise mit 
Doppelpunktsberührung beim Sehnitte dieser Ebene mit den hier betrachteten 
Flächen doppelt, beziehungsweise dreifach zählt. Wie eine solche Curve 
der Fläche angehört, ist damit noch nicht gesagt; es scheint, als wenn sie 
auf ihr doppelt oder dreifach liegt. Doch ist mir noch nicht gelungen, 
dies sicher zu entscheiden; es scheint das in No. 27 Gefundene zu wider- 
streiten. Auch scheint ein Doppelpunktsschnitt, der an Stelle einer Be- 
rührung tritt, nieht immer die Zweifachheit der betreffenden Curve auf einer 
Fläche, zu deren erzeugenden sie gehört, zu veranlassen. Z. B. auf der 
Fläche sechster Ordnung, welche dureh die Kegelschnitte erzeugt wird, 
die, durch zwei feste Punkte A und A’ gehend, zwei Gerade a, a’ treffen 


und eine Ebene « tangiren (Anmerkung in No. 41) liegen in jeder Ebene 
durch AA’ zunächst zwei erzeugende Uurven, dann noch die Gerade AA), 
insofern sie einem erzeugenden (reradenpaar angehört: der zweite Bestand- 
theil desselben ist die Gerade aus dem Punkte (AA’,c), welche a, a’ trifft. 
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Dieses Geradenpaar muss doppelt zu rechnen sein; in jeder Ebene durch 
AA’ wird erst die sechste Ordnung durch AA’ vervollständigt; in der Ebene 
des Geradenpaars selbst liegt nur noch ein erzeugender (eigentlicher) Kegel- 
schnitt. Unter den erzeugenden Curven befinden sich noch vier Geraden- 
paare, alle natürlich & im Doppelpunkte schneidend. Von A geht eine 
Gerade aus, die a trifft und sieh mit einer von A’ ausgehenden und a’ 
treffenden auf « begegnet; dieses Geradenpaar und ebenso das durch Ver- 
tauschung von a und a’ (oder A und A’) entstehende gehören nur einfach 
der Fläche an, in ihren Ebenen befindet sich je noch ein (eigentlicher) 
erzeugender Kegelschnitt. Ferner geht durch A eine Gerade, welche a und 
a trifft: sie findet ihre Ergänzung in der, welehe ihren Durehgangspunkt 
durch « mit A’ verbindet; wird A’ mit A vertauscht, so erhält man ein 


zweites derartiges Geradenpaar. ‚Jedes derselben liegt in seiner — durch 
AA' gehenden — Ebene allein, muss also (in derselben wenigstens) doppelt 


gezählt werden. 

45. Jedenfalls aber können die oben gefundenen Grade der Viel- 
fachheit für analoge Untersuchungen benutzt werden; wir gehen also jetzt 
daran. die Ordnung der Flächen zu ermitteln, deren erzeugende Curven 
eine Gerade a treffen und zwei Ebenen «& und «@' berühren, beziehungsweise 
drei Ebenen «, «', «@” tangiren. Diese Ermittelung ist mir nur möglich ge- 
wesen, indem der Schnitt mit «,.; aufgesucht wurde. Bei der ersteren Fläche 
befinden sich in dieser Ebene: 1) die vier Kegelschnitte durch A,, A,., A,. 
welche & und «' tangiren und deren jeder durch die beiden Geraden er- 
sänzt wird, die von A, ausgehen und ihn und a treffen; Ordnung 16 (d. h. 
multiplieirt mit der Vielfachheit); 2) die zwei Kegelschnitte durch A,. 
Az, A;, welche die von A, ausgehende, a und (a, «&,,) treffende Gerade 
schneiden und «' berühren und die eben genannte Gerade zur Ergänzung 
haben; die Vertauschung von « und «' giebt zwei andere; Ordnung 16; 
3) zwei Kegelschnitte durch A,, As, A,, welehe a treffen und « berühren 
und von denen jeder in jeder der beiden Geraden seine Ergänzung findet, 
welche A, mit seinen Begegnungspunkten mit «' verbinden; die Vertauschung 
von @ und « giebt zwei andere; Ordnung 32; 4) der Kegelsehnitt durch 
A,, Az, A;, welcher a und («, «') trifft und seine Ergänzung in der Geraden 
hat, die von A, nach seinem Schnittpunkte mit («, «') geht: er ist vierfach 
zu rechnen; Ordnung 8; 5) die Geraden a, 4;, @,, von denen z. B. die 
erste durch jeden der acht Kegelschnitte ergänzt wird, die dureh 4A,A, 
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gehen, a, a, treffen und «, « berühren *); Ordnung 24; 6) nochmals die 
drei Geraden a, As, 4a, indem z. B. die erste auch noch durch jeden der 
beiden Kegelschnitte ergänzt wird, die durch A;, A,, (a»,«) gehen, a treffen 
und « berühren; die Vertauschung von «@ und «' verdoppelt die Zahl der 
ergänzenden Curven; also Ordnung 24. 
Die Gesammtschnitteurve ist demnach von der Ordnung: 
16 +16 +32+8+24+24 = 120. 

Die Fläche der Curven (a,«,.«') ist mithin con der Ordnung 120 (F'"). 

Es giebt 120 Curven (a,a',«, «!). 

46. Auf der Fläche F'” ist die Gerade a zwanzigfach (No. 4). Die 
Zwanzigfachheit des Punktes (a, o,) ist leicht zu erkennen: es gehen durch 
ihn die fünf vierfachen Kegelschnitte 3) und 4). Aehnliches kann bei allen 
analogen Flächen bemerkt werden. 

Die Berührungseurve in jeder der beiden Ebenen ist von der 34. Ord- 
nung (No. 42). Von den Punkten A* lässt sich wiederum nachweisen, dass 
sie 68-fach sind; die Geraden a, sind 16-fach (5) und 6)) und ferner giebt 
es noch 16 nicht zerfallende doppelte erzeugende Curven, welche a zweimal 
treffen (No. 25); ihre 32 begegnungspunkte mit a sind 21-fach auf der Fläche. 

Eine durch a gelegte Ebene «” schneidet F'” noch in einer Curve 
100. Ordnung, die der «a ausser in den eben genannten 32 Punkten noch 
68-mal begegnet; also: 

Die Berührungscurven der Ebenen a, «', «" mit den Curven (durch 4*), 
welche sie alle drei tangiren, sind 68. Ordnung. 

Es giebt 68 Curven, welche «, «' beliebig wo, «" auf einer gegebenen 
(reraden berühren. 

47. Die Fläche der Curven (eo, «', «") hat mit der Ebene «,., gemein: 

l) Die vier Kegelschnitte durch A,, A,, A;, welche «, «' tangiren 
und von denen jeder durch jede der beiden Geraden ergänzt wird, welche 
seine Durchgangspunkte durch «” mit A, verbinden; die andern Combi- 
nationen der Ebenen «@a'«@” geben noch acht solche vierfach zu rechnenden 
Kegelschnitte; also Ordnung: 96; 2) die beiden Kegelschnitte durch A,, 
A,, A;, welche («,«') treffen und «’ tangiren und je durch die Gerade 
ergänzt werden, die von A, nach dem Begegnungspunkte mit («,«') geht, 


*) Chasles, a. a. O. dieselbe Seite; auch ist leicht einzusehen, dass die Kegelschnitte 
dureh zwei feste Punkte, welche eine Gerade treffen und zwei Ebenen tangiren, eine 
Fläche achter Ordnung bilden. 
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lie so wie die durch die andern Combinationen entstehenden: Ordnung: 48; 
ler 3) die drei (zeraden @,, 4, Gy, indem z. B. a, seine Ergänzung durch 
en jeden der acht Kegelschnitte erhält, welche durch A;, A, gehen, «a'«” 
ler tangiren und a, treffen“); Ordnung: 24; 4) nochmals diese drei Geraden, 

indem z. B. a, auch durch jeden der vier Kegelschnitte ergänzt wird, die 

durch A;, A,, (a,,0) gehen und «, «” berühren, sowie durch die aus den 

andern Combinationen der Ebenen a«'«” entstehenden: also Ordnung: 72. 

Der Gesammtschnitt hat folglich die Ordnung 

96 +48 +24+72 = 240. 
Ne Die Fläche der Curven («,«',«'') ist demnach von der 240. Ordnung 
ch (F°®). Die Punkte A’ sind auf ihr 136-fach. 
au Es giebt 240 Curven (a, a, «', «") 
48. In ähnlicher Weise soll die Fläche der Curven (a,a', A) be- 

Ar trachtet werden, d. h. derer, welche a, a’ treffen und eine durch A gehende 
> Tangente besitzen. Die Geraden a und a’ liegen auf dieser Fläche zehnfach 
Br (No. 9). Nehmen wir zunächst an, die beiden Geraden a, @ schneiden sich; 
uw die Ordnung der Fläche vermindert sich dann um zehn, weil die Fläche T'" 
Ne: der Curven, die durch A* und (aa) gehen und eine Tangente durch A 
IYIR schieken, sich absondert; die Geraden a, a’ sind aber auch auf der restirenden 
u Fläche F" noch zehnfach. F” sei wieder die durch a, a’ und A* gelegte 
“ Fläche zweiten Grades, a, irgend eine Gerade derselben aus der Schaar (a). 
u Der Kegel zweiten Grades der Tangenten durch A an Curven (2a,) hat 

mit dem Kegel aus A an F’ vier Gerade gemein; jede Gerade g des Com- 
er plexes der Tangenten der Curven (2a,) liegt mit a, auf einer Fläche zweiten 
J Grades durch A* und diese Fläche f? durchschneidet also F? ausser in a, 
u. noch in einer (dureh A® gehenden) eubischen Raumeurve, welche a, zwei- 
| mal trifft. In dem Büschel zweiter Ordnung, dessen Grundeurve aus a, und 
he | dieser Curve besteht, giebt es zwei Flächen, welche die Complexgerade g 
bi- berühren; dieselben schneiden in f’ Curven ein, welche g tangiren. Ist nun 
en g eine der vier den beiden Kegeln gemeinsamen Geraden, so ist F" eine 
4» der beiden Flächen. Also haben sich auf F’ vier Curven (dureh A*) ergeben, 
de | welche a, zweimal treffen und eine durch A gehende Tangente besitzen: 
ht, ' da sie a, zweimal treffen, so thun sie dasselbe auch mit a, hingegen a’ 
tte j 
ine \ *) Chasles a. a. 0.; die Fläche der Kegelschnitte durch zwei Punkte, welche drei 

\ Ebenen berühren, ist leicht als von der achten Ordnung zu erkennen. 


ie” 
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treffen sie einmal; auf F” liegen sie demnach doppelt. Die Vertauschung 
der beiden Schaaren giebt vier andere solche Doppeleurven. Sei ferner K 
der Kegelschnitt (F’, &,3), so gehört derselbe zu den erzeugenden Curven 
von F”, in dem er durch jede der beiden Geraden ergänzt wird, längs deren 
der Kegel (A,K) von seinen beiden durch A gehenden Berührungsebenen 
tangirt wird. Da diese Berührung der durch A an diese Curve gehenden 
Tangente eine uneigentliche ist, so wollen wir annehmen, dass der Kegel- 
schnitt am Schnitte a-fach theilnähme, falls er blos eine ergänzende Gerade 
hätte; er nimmt dann aber wegen der doppelten Ergänzung 2x-fach theil. 
Die Ebenen «j4, 4, as, führen zu Ähnlichen Curven. Der Gesammtschnitt 
(F", F?) ist also von der Ordnung 48 +20-+16u = 68+16u, die Fläche F" 
demnach von der Ordnung 34-48»; und in dem Falle, dass a, a’ nicht in 
derselben Ebene liegen, von der Ordnung 44-8. 

Suchen wir den Sehnitt mit 4... 

1) Durch A,A,;A, und die Spuren von a, a’ geht ein Kegelschnitt; 
er wird durch jede der beiden Berührungskanten der Ebenen durch A er- 
gänzt, welche den ihn aus A, projieirenden Kegel berühren: Ordnung 4« 
(mit ähnlicher Bemerkung wie in No. 41); 2) seien B und 5’ die Pro- 
jeetionen von A und «a aus A, auf @,3:; die Berührungspunkte der aus B 
an die Kegelschnitte des Büschels durch A,, A,, A; und (a, @,,) gelegten 
Tangenten erzeugen bekanntlich eine Curve dritter Ordnung, so dass drei 
auf 5b’ liegen; es giebt also in dem Büschel drei Kegelschnitte, von denen 
jeder so beschaffen ist, dass von den beiden aus A, gezogenen, ihn und die 
a’ treffenden Geraden die eine mit der Tangente des Kegelschnitts im Be- 
segnungspunkte eine durch A gehende Ebene erzeugt; so dass sie den 
Kegelschnitt zu einer Curve mit durch A gehender (Doppelpunkts) -'Tan- 
sente ergänzt; die Vertauschung von a und «’ führt ebenfalls zu drei solchen 
Kegelschnitten: wir haben demnach einen Schnitt von der Ordnung 12x; 
3) von A, geht eine Gerade aus, welche a und a’ trifft; es sei C ihre Spur 
in &» und e ihre Projeetion aus A auf diese Ebene; so giebt es einen 
Kegelsehnitt durch A,, A,, A,, welcher e in € berührt; er setzt mit der 
senannten Geraden eine erzeugende Curve zusammen; Ordnung 2u; 4) die 
Gerade a, hat den Kegelschnitt durch A;, A, in der Ebene 4,4,A zur 
Ergänzung, welcher a, a’, a, trifft, und da er gleich zwei durch A gehende 
Tangenten hat, so zählt diese Curve doppelt; wir erhalten so in «,, einen 
Schnitt sechster Ordnung; 5) die Geraden a7, 4, 4, aber gehören auch 
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noch auf andere Weise zu erzeugenden Uurven; z. B. wird a, durch jeden 
Kegelschnitt ergänzt, der durch A,, A, geht, a, a’, a, trifft und die Ebene 
(A,a,) in seinem Begegnungspunkte mit a, berührt. Es ist schon früher 


" bewiesen (Anmerkung zu No. 30), dass die Kegelschnitte durch A;, A,. 
’ welehe die drei Geraden a, «a, a, treffen, eine Fläche vierter Ordnung er- 


zeugen; auf derselben ist jede dieser Geraden einfach; eine durch a, ge- 
legte Ebene, wie (A, a,), berührt demnach drei erzeugende Uurven dieser 
Fläche auf a,; mithin hat jede unserer drei Geraden drei ergänzende 


 Kegelschnitte; wir erhalten so durch sie einen Schnitt von der Ordnung Yu. 


" Damit ist nun der Totalschnitt erschöpft; seine Ordnung ist 


4u+12u-+2u+6+9u = 6+27u. 
Oben ergab sich die Ordnung der jetzt betrachteten Fläche gleich 444 8%; 
woraus hervorgeht, dass «= 2 und die Ordnung der Fläche gleich 60 ist. 
Die Curven (a,a', A), welche zwei Gerade a und a’ treffen und eine 
durch A gehende Tangente besitzen, erzeugen eine Fläche 60. Ordnung T”. 
Es giebt 60 Curven (a,a, «a, A). 
49. Die Punkte A* sind auf dieser Fläche 34-fach, die Geraden «a, 


achtfach (4) u. 5)); es giebt ferner auf ihr 2.8 = 16 nicht zerfallende doppelte 


erzeugende Curven (No. 23), von denen je acht die Gerade a bez. a’ zweimal 
treffen und in ihren 16 Begegnungspunkten auf dieser Geraden elffache Punkte 


bewirken. Die Fläche T” stimmt also — wenigstens in diesen Haupteigen- 
schaften — mit F” überein, so dass denn auch ähnliche Folgerungen ge- 


‚ macht werden können. Wir gehen deshalb, um Wiederholungen zu ver- 


‚ meiden, auf die genauere Erforschung nicht ein: das Gesammtresultat ist, 


‚ dass die Vertauschung der Bedingung, eine Ebene zu berühren (oder eine 


' Tangente in ihr zu haben) mit der Bedingung, eine Tangente durch einen 


# 





Zahl der Curven (ae'a'« 


Punkt zu schieken, an der endlichen Zahl der Curven durch A*, welche vier 
einfachen Bedingungen unterworfen sind, bez. an der Ordnung der Fläche, 
welche von Curven durch A*, die drei einfachen Bedingungen unterworfen 


‚sind, erzeugt wird, und ihren Haupteigenschaften nichts ändert; doch muss 
‚ dahingestellt bleiben, ob dies Resultat durchweg richtig ist, da ich nicht 
alle Fälle habe erledigen können. Es geht daraus hervor, dass die Ord- 


‚nung des Systems der Tangenten bei den Curven (aaa), (aaa). (aue 


ebenso gross ist wie die Klasse, nämlich bez. 60, 120, 240; soweit habe 
ich es untersucht. Für die Curven (««’«”) hat auch die Klasse, d. i. die 


mm 


) noch nicht ermittelt werden können: sie ist 
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vermuthlich — und ebenso die Ordnung des Tangentensystems, d. i die Zahl 
der Curven (aa’a”A) — gleich 480. Aber ebenso ist wahrscheinlich die 


Ordnung und Klasse für das Tlangentensystem von (aa’A) gleich 120, für 
die Tangentensysteme von (a«A) und (aAA’) gleich 240 und für die Tlan- 
gentensysteme von (a«’A), (a AA), (AA’A”) 480. 

50. Wir haben uns statt dessen zu einer anderen Untersuchung ge- 
wandt, der Ermittelung des Grades des Tangentencomplexes der Curven (aa. 
Was die Strahlen der Bündel A* anlangt, so ist ersichtlich, dass jeder solche 
Strahl nur in dem Punkte A; selbst von einer Curve berührt werden kam 
(wofern er nicht ein Theil einer Curve ist); alle diese berührenden Curve 
erzeugen ein doppelt unendliches System, wie es durch fünf Punkte geht: 
so dass fünf von ihnen sich unter den Curven (a, a) befinden. Also jeder 
Strahl eines Bündels. A, berührt fünf Curven. Das Resultat von No. 7 lässt 
aber vermuthen, dass die vier fünffachen Kanten, welche jeder Complex- 
kegel auf diese Weise erhält, doch noch von höherer Singularität sind, indem 
wie dort eine Uuspidalität zu erwarten ist: in den Complexkegeln ähnlicher 
Art von No. 18 sind alle Kanten Doppelkanten. also sind die nach den 
A* gehenden euspidalen aus ihrer ausgezeichneten Stellung wieder zurück- 
getreten. 

hechnen wir also jeden Strahl aus A; in dem Schnitte eines Complex- 
kegels mit einer durch ihn gehenden Ebene 5t-fach; so wollen wir die 
Zahl der Complexgeraden suchen, welehe der Büschel (A, «), dessen Ebene 
durch zwei Punkte A; z.B. A,. A, geht, ausser A(A,, A,) enthält. Es erhellt 
auf der Stelle, dass diese Geraden nur von so zerfallenden Curven (a, «a 
herrühren können, dass der eine Bestandtheil in « liegt. 

1) Es giebt drei Kegelschnitte durch A,, A,, welche a, a’, a,, treffen 
und auf letzterer Geraden die Ebene « = Aa, berühren, wie schon früher 
gezeigt. Die drei Geraden, welche von A nach diesen Berührungspunkten 
sehen, sind Doppelpunktstangenten der aus a, und dem betreffenden Kegel- 
schnitte zusammengesetzten Curve (aa'’), also gehören sie zu den gesuchten 
(eraden. 2) Der Kegelschnitt, welcher durch A,, A,, die Spuren von a;.. 
a, a’ ine geht, setzt mit a,, ebenfalls eine Curve (aa’) zusammen; die beiden 
Tangenten aus A an ilın bilden zwei weitere Gerade. 

Letztere sind offenbar einfach: jene vermuthlich mehrfach, sagen wii 
v-fach; so ist der Grad des Complexes 2.5£+30 +2. 


51. Sei nun (A,«) ein beliebiger Büschel, a’ ein beweglicher Strahl 
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5 desselben; es giebt jederzeit vier Curven (durch A*), welche a” berühren und 
= a treffen (No. 26), welche Fläche beschreiben dieselben, während a” sich dreht, 
S oder wie viele von ihnen treffen eine andere Gerade a’? 


Da die durch A* und einen festen Punkt von a gehenden Curven 
; durch ihre Tangenten einen Complex sechsten Grades bilden, so ist auf der 
Ä gesuchten Fläche die Gerade a sechsfach; der Scheitel A ferner ist dreifach, 
"denn von den Curven, welche « in A berühren, treffen drei die Gerade a. 
Die Curve der Berührungspunkte der Strahlen a’ mit den erzeugenden 


EEE ae 


"Curven ist siebenter Ordnung, geht durch A dreimal und durch den Punkt 


"(a,e) einmal. 


Bene 


Saakı 


52. Nehmen wir aber zunächst an, die Gerade a gehe durch einen 
der Punkte At, 2. B. A; SO giebt es nur zwei (lurven. welche « nochmals 
‚treffen und «@' berühren (No. 25), und in dem Punkte A berührt nur eine 
“Curve, welche « ausserhalb A, nochmals trifft; also erzeugen in diesem Falle 
die Berührungspunkte mit den Strahlen «” eine Curve dritter Ordnung, welche 
" ebenfalls durch (a, @) nur einmal geht. 


* 


Br 


Die Berührungspunkte hingegen der Ebene « mit den Uurven (a, a’, «) 


3 
jr 


‚für dieselbe Lage von a erzeugen eine Curve siebenter Ordnung. welche 


len Punkt (a,c) dreifach enthält (No. 38). 

| Beide Uurven treffen sich in dem Punkte (a, «), ferner in den drei 
‚Punkten, in welchen die von A,, A». A, ausgehenden und a und bez. («, &,). 
| (@, & 34), (&, &2s) treffenden Geraden letzteren begegnen: die genannten Ge- 
‚raden gehören zu den « berührenden Curven der einen wie der andern Aıt, 
' werden aber verschiedenartig ergänzt: z. B. die erste durch den Kegelschnitt, 
| welcher durch A;, A; A, geht und die Ebene, die sie aus A projieirt, auf 
| (e, @,) tangirt, zu einer Curve, welche «a trifft und einen Strahl a” aus 
\(@, A) zur Tangente hat; hingegen durch den Kegelschnitt, welcher durch 
1A,, A. A,. (@, @,) und den Punkt geht, wo die Gerade der \e, 0,) be- 
gegnet, zu einer Uurve, welche a und a’ trifft und «& tangirt. 

Der Punkt (a, «) ist dreifacher gemeinsamer Punkt, die drei andern 
mögen s-fach zu rechnen sein; so haben beide Curven noch 18—-3s —=r 





"Punkte gemein; in jedem dieser r Punkte berührt die « nur eine einzige 
f Curve, welche die durch A, gehende Gerade a ausserhalb A, trifft: also 
Jist die Curve, welche in ihm « tangirt, a und «’ trifft, mit der Curve, die 
: in ihm « mit einer durch A gehenden Tangente berührt und a trifft. identisch. 
i Es giebt mithin r Curven, welche a, a’ treffen (erstere ausserhalb 








® 
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A,) und einen Strahl von («, A) zur Tlangente haben, oder die Fläche der 
Curven, welche einen Strahl von (A,«) tangiren und a (ausserhalb A,) 
treffen, hat die Ordnung r. 

Der Schnitt der Ebene «&,., mit dieser Fläche besteht nur aus drei 
Kegelschnitten, die sich auf folgende Weise ergeben: die Tlangenten der 
Kegelschnitte, welche durch A,, A;, A; gehen und a treffen, in ihren Sehnitt- 
punkten mit «& bilden, wie leicht zu beweisen ist, eine Curve dritter Klasse: 
demnach liegen drei mit A und A, in einer Ebene; die drei zugehörigen 
Kegelschnitte werden durch die Geraden aus A, nach den Berührungspunkten 
zu erzeugenden Curven der Fläche ergänzt; seien dieselben g-fach im Schnitte 
von & zu rechnen, so ist r=6g. Nun besteht aber der Schnitt der Fläche 
mit & aus der Berührungseurve dritter Ordnung und der Curve der dritten 
Schnittpunkte; also ist g>1, aus 18—3s =6gq und g>1 folgt als einzig 
mögliche Lösung: s=2, q=2, wie auch aus analogen früheren Fällen zu 
erwarten war; und demnach r = 12. 

93. Die Fläche der Curven, welche die beliebig gelegene Gerade «a 
treffen und einen Strahl a’ des Büschels (A, o) tangiren, wird von einer durch 
einen der Punkte A’ gehenden Geraden ausserhalb derselben zwölfmal getroffen. 


Dies mag bei der Berechnung der Ordnung dieser Fläche als Controlle 


dienen; diese Ordnung scheint wiederum nur mit Hülfe des Sehnitts in «.,.; 
zu ermitteln. 

Zu den drei Kegelschnitten, welche schon in dem eben betrachteten 
speciellen Falle auf &,., gefunden wurden, treten noch folgende Schnitte: 
1) Der Kegelschnitt durch A, A; A,, welcher die Projeetion derjenigen Ge- 
raden. welche aus A, kommend «a und («, &,,) trifft, aus A auf die Ebene 
% 3 in ihrem Begegnungspunkte mit & tangirt; er wird dureh die genannte 
(rerade ergänzt und zählt doppelt; 2) die Geraden a, @;. 4,, von denen 


z.B. a, durch jeden der beiden Kegelschnitte ergänzt wird, die in der 


Ebene A,A,A durch A,, A, gehen, a, a, treffen und « tangiren; die 


® 


drei Geraden sind also doppelt zu rechnen; 3) nochmals diese drei Geraden, 
indem a, auch seine Ergänzung findet in dem Kegelschnitte, der durch A;. 


A, und (a,,«) geht, a trifft und die Ebene Aa, in dem Punkte (a, 
tangirt; dies macht wegen des Doppelpunktsschnitts die drei Geraden 
wiederum zu doppelten. 


Der ganze Schnitt ist demnach von der Ordnung 
12+4+6-+65 = 28; 
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dureh jeden der drei Punkte A,. Ar. A, gehen in a, vier doppelte Kegel- 
schnitte, zwei vierfache Geraden. Folglich sind die Punkte A* auf der be- 
trachteten Fläche 16-fach, wie das auch aus dem obigen Resultate (Ant. 
dieser Nummer) sich ergiebt. | 

Durch den sechsfachen Punkt (a, &,,) gehen drei doppelte Kegelsehnitte. 

Die Fläche der Curven (durch A'), welche eine Gerade a treffen und 
einen Strahl eines büschels (A,e, langiren, ist 28. Ordnung und hat die 
Punkte A’ zu 16-fachen. Der Complex der Tangenten der Curven (2a) ist 
zweiten Grades; also giebt es auf dieser Fläche zwei nicht zerfallende doppelte 
erzeugende ÜCurven. 

Da nun 25 von diesen Uurven eine beliebige zweite Gerade « 
treffen. so ergiebt sich: 

Die Tangenten der Curven (a,a) erzeugen einen Complex 28. (irades, 
weil jeder Büschel 25 solche Tangenten enthält. Es muss also auch 
10t+30c+2 = 28 sein (No. 50), woraus hervorgeht: e = 2, t= 2: ersteres 
war zu erwarten. Letzteres zeigt, dass die in No. 50 vermuthete Uuspida- 
lität der Strahlen dureh die Punkte A; in den Kegeln dieses Complexes 
thatsächlich stattfindet. Die Strahlenbündel der Punkte A* sind demnach in 
diesem Complexe fünffach euspidal. 

24. Die in « gelegenen Tangenten der Curven (a,«a',c), umhüllen eine 
Curve 28. Klasse, während ihre Berührungspunkte eine Uurve 17. Ordnung 
erzeugen. Da es 2.8 Curven (2a,a',c«) und (a,2a',«) giebt (No. 21). so 
hat diese Curve 28. Klasse 16 Doppeltangenten. Die Geraden («e, 0 
werden nach No. 41 von je sechs Kegelschnitten, die zu doppelten Uurven 
(a,a',e) gehören, berührt; also sind diese Geraden wohl zwölffache Tan- 
venten der Curve 28. Klasse. 

Die durch A gehenden Tangenten der Curven (a,a', A) erzeugen einen 
kegel 28. Ordning mit vier fünffachen Cuspidalkanten und 16 Doppelkanten, 
letztere herrührend von den Curven (2a,a', A) und (a,2a', A). Die Be- 
rührungscurve dieser Tangenten ist 33. Ordnung; denn es liegt auf jede: 
Kante des Kegels im Allgemeinen nur ein Berührungspunkt, in der Spitze 
aber liegen fünf, weil es durch A* und A fünf Curven (a,«a') giebt. Diese 
berührungsceurve, welche also fünfmal durch die Spitze A geht, tangirt jede 
Kante AA; fünfmal in dem Punkte A, (wodurch sich die Cuspidalität ergiebt : 
die Doppelkanten des Kegels gehen dureh Doppelpunkte dieser Curve. 

99. In ähnlicher Weise habe ich noch gefunden, dass der Complex 
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der Tangenten der Curven (a, «) 56. Grades und in ihm jeder der vier Bündel 
A* zehnfach cuspidal ist. Die Curve der Berührungspunkte der Curven (a,, A) 


n 
mit den durch A gehenden Tangenten ist 66. Ordnung, geht zehnmal durch ° er 
den Punkt A und berührt jede der vier Geraden AA; zehnmal in dem Punkte ! Em 
A,; sowie überhaupt hier ähnliche Verdoppelungen eintreten, als sie schon | N 
früher zu beobachten waren. Ebenso werden weitere Verdoppelungen bez. I N 
Grleichheiten bei den Complexen der Taangenten der Curven (a,«'), (a, A), In 
(a, A), (A, A’) zu erwarten sein, auf deren detaillirte Untersuchung ich jedoch | N 
nicht eingegangen bin. Ich breche vielmehr meine Untersuchungen, in N 
denen die Charakteristiken von Elementarsystemen eubischer Raumeurven ‚ 
durch die Betrachtung von Flächen, welche durch solche Curven erzeugt N 
werden, ermittelt worden sind und die, soweit es nach dieser Methode nur N 
möglich schien, von mir ausgedehnt worden sind und von No. 38 ab zum N 


Theil noch nieht recht befriedigende Deduetionen enthalten, hiermit ab, 
indem ich schon im voraus auf von Herrn Schubert auf anderem Wege 
unternommene viel ausgedehntere Untersuchungen über die Charakteristiken 
eubischer Raumeurven, zu denen die Mitthei’ °.z meiner Resultate die An- 
regung gab und welche wohl bald erscheinen werden, hinweise *). 


Zusammenstellung der Resultate. 

a, a, A heisst: die Gerade «a treffen, die Ebene «& berühren, durch 
den Punkt A eine Tangente schicken: 2a: die Gerade «a zweimal treffen, 
a’: sie tangiren, «’: die Ebene « oseuliren; «a, bez. «a: die Ebene « so 
berühren, bez. osculiren, dass der Berührungspunkt, bez. Osculationspunkt 
auf der (in « befindlichen) Geraden a liegt; Aa: die Tangente durch A 
schicken, so dass der Berührungspunkt in « liegt; « A: die Ebene « berühren, 
so dass die Tangente durch A geht, oder einen Strahl des Büschels («, A) 


berühren; «A, bez. @® A: « in A berühren, bez. oseuliren. N bedeutet die 





Zahl der Curven, welche die in Klammer stehenden Bedingungen erfüllen. 
Curven durch fünf feste Punkte. 
N/2a)=1, Niaa)=5, N(ac) = N(aA) = 10, N(ao’) = NaA) = N(AA') = 20; 
N@)=6; Neaa)=2; NaA)=6b; NAo)=1. 
*) Eine vorbereitende Abhandlung des Herrn Schubert: „Die Charakteristiken der 


ebenen Curven dritter Ordnung im Raume*“ ist in den Göttinger Nachrichten für 1874 | 
S. 207 — 285 erschienen. { 
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Curven dureh vier feste Punkte. 


Na A a) 2 3. No Ac') — 6. Ne A — 2: 


N(2a,a',a") =4, N(2a,a',@) = N(2a,a, A)=8, N(2a, a, o') = N\2a, o 


N(2a, A, A) =16, N(2a, 2a‘) =0 (oder ©'), N(2a,c)=3, N(2a, oa‘ 
N(2a,e A)=2, N(2a, Ao)=5; 

Na,da)=4 N(a,a)=N(a, A)=8: 

Naaa'a”) = 30, Naaa'e) = Nada’A)=60, Naaae)=N aaa A 
Nace'e") = N(aoc' A) = 240; 

Naa’ca")=17, Naac’a\=34, Noae"a)—=68: NaadaA)=28, Naca’ A 
NaaAc)=33, Niaa Aa’) =66; Na,c’a') = 9, Naa'a’) = 27, Na',o'a, 
N(aa,c)=18, N(a, oe, «') = 54. 


Darmstadt, Anfang April 1874. 
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Ueber eine reciproke Verwandtschaft des zweiten 
Grades. 


(Von Herrn Milinowski in Weissenburg im Elsass.) 


Man gelangt zu einer reciproken Verwandtschaft des zweiten Grades, 
wenn man sich in einer Ebene drei collineare Systeme I,2,2, denkt und 
dem Schnittpunkt X,, zweier entsprechenden Geraden x, und x, von 3, und 
>, die diesen in 3, entsprechende Gerade z,, sowie der Verbindungsgeraden 
7, zweier homologen Punkte X, und X, in 3, und $&, den diesen in &, 
entsprechenden Punkt A, zuordnet. Alle Geraden z,,, welche entsprechende 
Punkte X, und X, von I, und I, verbinden, und alle Punkte X,,, in denen 
sich entsprechende Strahlen ©, und x, von 3, und &, schneiden, bilden ein 
neues System I, und es stehen die Systeme 3, und I, in reeiproker Be- 
ziehung, da jedem Punkt X,, von 3, eine Gerade z, von 3,, jeder Ge- 
raden x, von 3, ein Punkt X, von 3, und umgekehrt, jedem Punkt X, 
von 3, eine Gerade x, von 3, und jeder Geraden x, von 3, ein Punkt 
X, in 3, entspricht. Es giebt im System 3, drei Punkte, die mit ihren 
homologen in I, zusammenfallen, wir bezeichnen sie mit ABC, und 
nennen die ihnen in I, entsprechenden A,B,0C,. Zunächst sind die Fragen 
zu beantworten, wenn ein Punkt oder eine Gerade in einem der reciproken 
Systeme nach einem bestimmten Gesetze sich bewegt, nach welchem Ge- 
setze bewegt sich die entsprechende Gerade oder der entsprechende Punkt? 

Kin Punkt durchlaufe eine Gerade g; wir bezeichnen ihn, jenachdem 
er zu I, oder I, gerechnet wird, mit P, oder Q,. Der Punkt P,, soll 
mit X, oder Y, bezeichnet werden, jenachdem man ihn zu I, oder &, 
rechnet. Wenn X, die Gerade g durchläuft, so durchläuft der ihm in &, 
entsprechende Punkt X, eine Gerade g,; der dem letzteren, als Y, an- 
gesehen, in I, entsprechende Punkt Y, durchläuft eine andere Gerade g, 
und es sind die Punktreihen X,(Y})... oder P,,... und X... und Y,... in 
projeetivischer Beziehung. Daher haben alle Geraden X,X, einen Kegel- 
schnitt [gg,] und alle Geraden Y,Y, einen anderen [gg,} als Enveloppe. 
Die Geraden X,X, und Y,Y,, welche in &, und 3, einander entsprechen 


und die wir demgemäss mit p, und p, bezeichnen wollen, haben in 3, als 
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entsprechende Gerade p, und es müssen alle Geraden p, als Enveloppe 
einen Kegelschnitt 75 haben. Da die Kegelschnitte [gg] und [gg] die 
Geraden 4, du, €, berühren, welche in &, und 3, sich selbst entsprechen, 
so muss 73 die Geraden a,b,c,, welche jenen drei Geraden in 3, ent- 
sprechen, zu 'Tangenten haben. Die Tangenten p, sind dabei projectivisch 
auf die Tangenten p, oder p, und daher auch auf die Punkte P,, bezogen. 
Von ihnen treffen drei die homologen Punkte von g, so dass es auf jeder 
Geraden g nur drei Punkte P,, von 3, giebt. welche auf den ihnen in 3, 
entsprechenden Geraden p, liegen. Alle solche Punkte erfüllen somit eine 
Curve K° dritter Ordnung. Die erhaltenen Resultate fassen wir zusammen: 

Allen Punkten von Z,,. welche in einer Geraden liegen, entsprechen in 
I, projectieisch die Tangenten eines Kegelschnitts y,, welcher drei feste Gerade 
a,b,c, berührt. — Alle Punkte von Z,,. welche auf den ihnen in I, enl- 
sprechenden Geraden liegen, erfüllen eine Curce K’ dritter Ordnung oder in 
bekannterer Fassung: Alle Punkte, in denen sich drei homologe Strahlen der 
drei collinearen Systeme Z,2,2, schneiden, liegen auf einer Curce K' dritter 
Ordnung. Diese geht durch die drei festen Punkte ABC, und durch sechs 
andere An Br Cu An Bi, C 


zusammenfallen. 


‚2, in denen entsprechende Punkte con 2,2: und 2,2, 

Allen Geraden von Z,. welche sich in einem Punkt schneiden , ent- 
sprechen projectieisch die Punkte eines Kegelschnitts I,;, welcher durch drei 
feste Punkte A,B,C, geht, in denen sich die Geraden a,b,c, schneiden. — 
Alle Geraden von 2, auf denen die ihnen in >, entsprechenden Punkte 
liegen, haben als Enveloppe eine Curce K, dritter Classe oder: Alle Geraden, 
auf welchen drei homologe Punkte der drei collinearen Systeme 2,2, 
liegen, werden von einer Curve K, dritter Classe umhüllt, welche die Geraden 
Ad Cu, Adn din Cd di,C, berührt, in denen entsprechende Gerade der Systeme 
2,2,3, zusammenfallen. 

Wir zählen jetzt den Punkt, welcher die beliebige Gerade y durch- 
läuft, zu 3, und bezeichnen ihn mit Q,: jedem Punkt Q, entsprechen in & 
und 3, zwei Punkte Q, und Q,, deren Verbindungslinie q,, die dem Punkt 
0, in 3, entsprechende Gerade ist. Wenn Q, die Gerade g durchläuft, so 
bewegen sich Q, und Q, auf zwei anderen Geraden g, und g, und be- 
schreiben auf ihnen projeetivische Punktreihen, so dass also die Enveloppe 
der Geraden 9. ein Kegelschnitt z;, ist, welcher auch die Geraden «a,b, € 
berührt. Die Tangenten q, von x, sind aber auch in projectivischer Be- 
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ziehung zu den Punkten Q, von g und es gehen also im Allgemeinen drei 
von ihnen dureh die entsprechenden Punkte, so dass also alle Punkte von 
>,, welche auf den ihnen in 3, entsprechenden Geraden liegen, eine Curve 
K° dritter Ordnung erfüllen. Es folgt also: 

Allen Punkten von 3,, welche in einer Geraden g liegen, entsprechen 
in I, projectieisch die Tangenten eines Kegelschnitts z,,, welcher die drei 
Geraden a,bu€, berührt. — Alle Punkte von &,, welche auf den ihnen in 
>, entsprechenden Geraden liegen, erfüllen eine Curve K° dritter Ordnung, 
welche durch die Punkte A,B,C, und auch durch ABC. An BC, geht oder 
die Punkte eines von drei collinearen Systemen, welche mit den ihnen ent- 
sprechenden in einer Geraden liegen, erfüllen eine Curve K° dritter Ordnung. 

Allen Geraden von &,, welche sich in einem Punkt schneiden, ent- 
sprechen projectivisch die Punkte eines Kegelschnilts K,,. welcher durch 
AuBsC geht. — Alle Geraden von Z,, welche durch die ihnen in I, ent- 
sprechenden Punkte gehen, werden von einer Curve N, dritter Classe ein- 
gehüllt, welche die Geraden a,b, c,a,bnCnAdnDdi,C, berührt oder die Geraden 
eines von drei collinearen Systemen, welche mit den ihnen entsprechenden den- 
selben Schnittpunkt haben, haben als Enveloppe eine Curve X, dritter Klasse. 

Wenn © eine Curve »%r Ordnung und »/n—1\ter Glasse von 3, 
ist, welche Curve entsprieht ihr in &,? Einem Punkt %, von (73 ent- 
sprechen in 3, und &, die Punkte X, und X, und in 3, deren Verbin- 
dungslinie z,,; wenn nun X, die 0} durchläuft, so durchlaufen auch X, und 
X, zwei Curven © und Cr »ter Ordnung und rn(» —1)ter Classe und die der 
Curve € entsprechende Curve K,, ist die Enveloppe der Geraden x, 
Ziehen wir dureh einen Punkt P, von 3, beliebige Strahlen, so entsprechen 
ihnen in >, projeetivisch die Strahlen durch einen Punkt P,; die Strahlen- 
büschel (P,) und (P,) erzeugen einen Kegelschnitt [P,P,], weleher C7 in 
2n Punkten schneidet, und da die Verbindungslinie irgend eines dieser 
Punkte mit P, die Curven C% und C! in entsprechenden Punkten X, und X, 
schneidet, so lassen sich von jedem Punkt P, an K,, 2» Tangenten ziehen. 
Der Punkt P, bewege sich auf einer Geraden g,, dann bewegt sich auch 
P, auf einer Geraden g, und die Kegelschnitte [P,P,] bilden ein Büschel 
mit den vier Grundpunkten A, Bu. Cu. (gugı)., Von diesen Kegelschnitten be- 
rühren z(»-+-1) die Curve ©) und daraus folgt, dass g, mit Kur(n--1) 
Schnittpunkte hat. Rücken wir mit P, in die Gerade a,, so rückt auch 
P, auf a, und der Kegelschnitt [P,P,] redueirt sich auf die Gerade a,, und 
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drei eine andere a, welche C7 in » Punkten schneidet; daraus folgt, dass sich 
von von P, nur » 'Vangenten an K,, ziehen lassen und dass also a, eine »-fache 
irve Tangente von K,, ist. Dasselbe gilt von db, und «u. 


Wir fassen C} als Tangentengebilde auf und suchen die ihr in E&,, 


chen i entsprechende Curve Ay. Die Ordnung derselben ist 2uin—1), die Ulasse 
drei | n.2n—1), da C 3n(n—2) Wendepunkte und 4(» —2)(n’— 9») Doppeltan- 
2 im | genten hat. Berührt K,, die C) in X,, so muss A, die C} im collinear 
ung. entsprechenden Punkt X, berühren, und berührt K,, die C7 in Y,. so muss 
oder ; K, die C& in Y, berühren. Die Curve K, hat die Punkte ABC, zu 
ent- | n(n—1L)tachen Punkten. 

ung. Wenn die Tangente in X, an ©; durch den entsprechenden Punkt 
enl- X, von C7 geht, so berührt auch 4, die C} in X. Um die Anzahl dieser 
urch ‚ Berührungspunkte zu finden, nehmen wir zwei entsprechende Punkte A, 
eni- ' und A,; allen Strahlen &,... durch A, und ihren Schnittpunkten X... X, 
ein- ‚ mit ©, entsprechen alle Strahlen z,... durch A, und ihre Sehnittpunkte 
ıden X,...X1”, ... mit C/. Jedem Strahl &, lassen wir die » ersten Polaren der 
len-  n Punkte A,...A) bezüglich C/ entsprechen, dann ist das Büschel A,(a,...) 
sse. mit der Reihe dieser Polaren in (1, ») gliedriger Beziehung und der Ori der 
3, Schnittpunkte homologer Elemente ist eine Curve von der „2 Ordnung, 
ent- welche A, zum »-fachen Punkt hat und C% in »’ Punkten schneidet. Trifft 
bin- nun die erste Polare von X, gerade den Punkt X,. so ist X, ein Berüh- 
und rungspunkt von K,, und C5. Diese Polare kann aber ebensogut jeden der 
der ‚ andern »—1 Punkte A,...A/’ treffen, welche auf dem Strahl x, von A, 
2. ' liegen, in denen der jener Polare entsprechende Strahl die Curve © schneidet. 
hen ° und deshalb muss die erhaltene Zahl z' durch » dividirt werden, so dass 
lon- ars jerührungspunkte von K,, mit C) und ebensoviel mit C7 giebt. In 
"in ' den »’ diesen eollinear auf C/ und C/ entsprechenden Punkten, werden diese 
eser Curven von K,, berührt. 

IX, Hat ©; einen (»—1)fachen Punkt 4,. so hat die ihr in 3, ent- 
hen. sprechende Curve die Verbindungslinie der dem Punkt 4, in 8, und &, 
uch | eollinear entsprechenden Punkte 4, und 4, zur (a—1)fachen Tangente und 
ehel i die drei Geraden «@,, Du, ©, zu »-fachen Tangenten; ihre Classe ist 2» und 
be- ihre Ordnung »\2»r—1). Die Anzahl ihrer Berührungspunkte mit jeder der 


+1) © Uurven © und €} findet man gleich 3»—2 auf die oben angegebene Art. 
uch © Denn sind wieder A, und A, zwei einander collinear entsprechende Punkie 
und = von 3, und 3, x, und x, variable entsprechende Strahlen, welche ©} und 
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C} in den Punkten X... X” und X,...X” schneiden. so ist der Ort der 
Schnittpunkte der ersten Polaren von A,...X1” bezüglich C} mit x, eine 
Curve der »’!t Ordnung, welche A, als »-fachen, 4, als n(n—2)fachen uni 
ausserdem auf A,4, noch einen (»—1)tachen Punkt hat. Dieser Ort 
schneidet 0) ausser in 4, noch in n(n—n(n—1)(n—2)) oder »(3n—2 
Punkten, und wenn wir diese Zahl durch » dividiren, erhalten wir für die 
Zahl der Berührungspunkte 3» —2. 

Zu dieser Zahl gelangen wir auch auf eine etwas andere Art, welche 
gleichzeitig das eingeschlagene Verfahren und namentlich die Division von 
»(3r— 2) durch » rechtfertigt. Die Strahlenbüschel 4,(x,...) und 4,(r,...). 
welche sich eollinear entsprechen, schneiden die Curven © und ©” in pro- 
jeetivischen Punktreihen A,... und A,... Jedem Punkt X, lassen wir die 
erste Polare von X, bezüglich ©) entsprechen, so ist die Reihe der Polaren 
in projeetivischer Beziehung mit der Punktreihe X,...; der Ort der Scehnitt- 
punkte homologer Elemente ist eine Curve der 2»t®® Ordnung, welche € 
ausser in .Z, noch in 2n’— (n—1 (2»—1) oder 32» —2 Punkten schneidet. 
Als Resultat folgen die Sätze: 

Einer Curve Ü% n' Ordnung, n(n—1)'” Classe von 3, entsprechen. 
jenachdem man sie als Punkt- oder Tangentengebilde betrachtet, zwei Curven 
K,, und K,, von den Classen 2n und n(2n—1), von den Ordnungen n(n--1 
und 2n(n—1). von denen jede die der Curece Ü) in &, und I, collinear ent- 
sprechenden Curven Ci und EC) in »n Punkten berührt und zwar entsprechen 
den Berührungspunkten von K,, mit C oder C\ collinear die Berührungspunkte 
von RK, mit ©) oder Ci). Die Curve K,, hat die drei Geraden a,b.C 


za 


A 


n-fachen Tangenten und die Curve K,, hat die drei Punkte A„,B.C,., 2 


ni 


n'n—\)fachen Punkten. 

Hat C einen (n—1)fachen Punkt 4I,, so hat K,, ausser den drei 
»-fachen Tangenten a,b,,c., noch eine \n—-1)fache Tangente, welche die dem 
Punkt 4, in 3, und 2, collinear entsprechenden Punkte A, und 4, verbindet: 
in diesem Fall ist K,, von der 2n'“* Olasse und n(2n —1y'" Ordnung und be- 
rührt jede der Curven C) und Ü) in 5n—-2 Punkten. 

Den Punkten der Curve &, wenn man sie zu I, rechnet, entsprechen 
in >, und I, collinear die Punkte zweier anderen Uurven dritter Ordnung. 
Kt und X; und zwar so, dass je drei einander in I,28,8, collinear ent- 
sprechende Punkte in einer Geraden liegen. Alle diese Geraden werden 
von der Curve A, umhüllt, und es erscheint somit A, als Enveloppe der 


ee se 
rn ei i 


ae a Nu 


i 
a 
3 
3 
h 
& 
# 
x 
1 
N. 
a 
a 
4 
® 
4 





(FE 
irg 
10} 
be 
Pu 
de! 
als 
se] 
Pu 
de 


sp 


rü 
C 


re: 


in 
.- 
Pi 
ei 
Ci 
sp 
nl 
be 


g 
ul 
di 


Je 








der 


eine 
und 
Ort 

0 


die 


Iche 


von 


pro- 

die 
Aaren 
nitt- 
Ä 


det. 


hen. 
Ten 
-] 
ent- 
chen 
nkte 
zu 
zu 
dre: 
dem 
det: 
be- 


hen 
img. 
ent- 
‚den 


der 





P En 
rn ee 


Gaaiippitei dit A hl Hr 





ae 





re erih 
ki Ei 
Er a S 


Milinowski, über eine reciproke Verwandtschaft des zweiten Grades. 145 


Geraden, welche homologe Punkte von projeetivischen Punktreihen auf 
irgend zwei der drei Curven PRER?. z.B. PR}, verbinden. Diese Enve- 
loppe E ist von der sechsten Classe, zerfällt aber, da die Punkte A„B.(.. 
beiden Curven gemeinsam sind und sich selbst entsprechen, in diese drei 
Punkte und in die Curve K, Von den neun Punkten, in denen E jede 
der Curven K° und 5 berührt, fallen drei in die Punkte A,„B„Ü,. so dass 
also K, jede dieser Curven in sechs Punkten berührt und in sechs anderen 
schneidet. Ebenso schliessen wir, dass K, auch die Curve K° in sechs 
Punkten berührt. Da 4, die Enveloppe der Geraden ist, welehe in 3, 
den Punkten von K, wenn man diese Curve zu 3, rechnet, reciprok ent- 
sprechen, so können wir folgern: 

Die Curve K, entspricht in 2, reciprok der Curve $ in IS, und be- 
rührt diese Curve, sowie auch die ihr in 3, und 3, collinear entsprechenden 
Curven S’ und Xi je in sechs Punkten. — Die Curve K’ entspricht in 3, 
reciprok der Curve 3, in I, und berührt diese, sowie auch die ihr in I, und 
Z, collinear entsprechenden Curven je in sechs Punkten. 

Ist &5, eine Curve »!e" Ordnung von I, so muss man, um die ihr 
in &, entsprechende Curve zu finden, &, zu 3, rechnen; ihr entspricht in 
&, eine Curve ©, deren Punkte in projeetivischer Beziehung mit den 
Punkten von &;, stehen. Die Enveloppe & der entsprechenden Punkte ist 
eine Gurve der 2nten Classe, » (n +1)» Ordnung, welche jede der beiden 
Curven &%, und &7 in »’ Punkten berührt. Rechnen wir & zu F&,. so ent- 
spricht ihr in 3, eine Curve 8,, welche von derselben Ulasse und Ord- 
nung ist, und die der Curve ©} in 3, entsprechende Curve & in »’ Punkten 
berührt. Da E die Geraden a,b, €, zu »-fachen Taangenten hat, so sind 
a,b,c, auch »-fache Tlangenten von 8. — Fassen wir GC, als Tangenten- 
gebilde auf, so entspricht ihr in 8, eine Curve 8, von der »(2» —1)ten Olasse 
und der 2» (» —1)te® Ordnung, welche auch &; in »’ Punkten berührt und 
die drei Punkte A,B,C, zu n(n—1)fachen Punkten hat. Es tolgt: 

Einer Curve Ci, »'” Ordnung, n(n—1)" Classe von 3, entsprechen, 
jenachdem man sie als Punkt- oder Tangentengebilde betrachtet, zwei Curven 
X. und $;, von den Classen 2n und n(2n—1), von den Ordnungen n(n+1) 
und 2n(n—1), von denen jede die Curve &; in n’ Punkten berührt, welche 
in 3, der Curve G&}, entspricht, wenn man diese als zu >, gehörig betrachtet. 
Die Curve &, hat a,b,c, zu n-fachen Tangenten und St, hat A,B.O, zu 
n(n—1)fachen Punkten. 
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Dureh einen Punkt P seien g, und g, die beiden einander collinear 
in 2, und 3, entsprechenden Geraden; ein Kegelschnitt # durch P und 
A, BC, schneidet g, und gq, in zwei homologen Punkten R, und R, von 
2, und 2&,, so dass also die Büschel R/A,. Bu. CP...) und R, (Ay Bu CP...) 
in projeetivischer Beziehung stehen. Den Büscheln (R,) und (R,) von S, 
und 3, entspricht in 3, ein Büschel (R,) projeetivisch und dieses ist also 
auch in projeetivischer Beziehung mit dem Kegelschnitt #, und die drei 
Punkte von z, durch welche die entsprechenden Strahlen von R, gehen, 
sind Punkte von K’. Alle Kegelschnitte x... des Büschels (A, Bu, CP...) 
schneiden q, und q, in projeetivischen Punktreihen A,... und R,..., denen 
auf dem Strahl & von 3, die projeetivische Punktreihe R,... entspricht. 
Jeder Kegelschnitt z... ist dabei in projeetivischer Beziehung mit dem ent- 
sprechenden Büschel (R,), von dessen Strahlen drei durch die entsprechenden 
Punkte von 2 gehen; diese sind wieder Punkte von K° und wir erhalten 
auf diese Art alle Punkte von K’. — Statt des Systems 3, wählen wir 
ein anderes zu 2, collineares System 3, und bestimmen die collineare 
Beziehung dadurch, dass ABC, als Tripel gemeinschaftlicher Punkte 
bleibt, dass aber dem Strahl q, von ®&, ein Strahl q, von 3, entspricht, 
der auch durch P geht. Das Kegelschnittbüschel 2... schneidet dann g, 
und g, in den projeetivischen Punktreihen R.... und R\...;: also ist auch 
(Rı...) \ (R....). Den Strahlen R, (A, BC...) entsprechen dieselben Strahlen 
im Büschel (R,), wie vorher, da die collineare Beziehung der Systeme >, 
und 3, ungeändert geblieben ist; daher ist die projeetivische Beziehung 
zwisehen den Punkten von # und den Strahlen von R, auch dieselbe; die 
Punkte von z, durch welche die entsprechenden Strahlen von AR, gehen, 
sind also auch dieselben, also Punkte von K’, und es ist demnach K° auch 
der Ort der Punkte, in welchen sich drei homologe Strahlen der drei col- 


linearen Systeme 3,3 


„2,8, treffen, oder wenn man aus 3, und &,, wie oben 
angegeben/ ein zu I, reeiprokes System 3, herstellt, der Ort der Punkte 
von I,,, welche auf den ihnen in 3, entsprechenden Geraden liegen. Da 
q, ein beliebig gewählter Strahl durch P war, so folgt, dass auf dieselbe 
Art unzählig viele zu &, und 3, collineare Systeme I, ... hergestellt 
werden können von der Beschaffenheit, dass der Ort der Schnittpunkte der 
homologen Strahlen von 3,23,38;, I, I,2,, .... stets dieselbe Curve K° 
ist und dass es unzählig viele zu 8, reciproke Systeme &/,, I, ... giebt 
von der Lage, dass die Punkte derselben, welche auf den ihnen in 3, ent- 
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sprechenden (reraden liegen. Punkte von K° sind. Wie leieht ersichtlich. 
ist der Ort der Punkte, in welchen sich die homologen Strahlen von irgend 


._ 11 


drei der Systeme I, 3, 3,3, ... treffen, stets dieselbe Curve X’. Man 
kann nun irgend zwei dieser Systeme z.B. 3,8, festhalten und 3, sieh 
auf die angegebene Weise verändern lassen, man erhält dann neue zu den 
vorhandenen collineare Systeme 2,2, ..., die sämmtlich die Eigenschaft 
besitzen, dass wenn man aus allen so erhaltenen collinearen Systemen irgend 
drei heraus nimmt, die homologen Strahlen derselben sich stets auf K' 
treffen, auf welcher also auch die gemeinschaftlichen Tripel von irgend 
zwei dieser collinearen Systeme liegen, so dass also K’ als Ort der ge- 
meinschaftlichen Tripel der unendlich vielen collinearen Systeme erscheint. 

Auf jedem Kegelschnitt z, der durch eines dieser Tripel geht, liegen 
noch drei Punkte von K’, welche die Eigenschaft besitzen, dass sie mit 
jedem anderen Tripel stets auf einem Kegelsehnitt liegen. Wir fassen solche 
drei Punkte auch als ein Tripel auf und nennen dieses ein Tripel zweiter 
Art, während ein solches, das aus drei Doppelpunkten zweier collinearen 
Systeme besteht, Tripel erster Art heissen soll. Es ergiebt sich dann un- 
mittelbar, dass jedes Tripel der ersten Art mit jedem der zweiten Art auf 
einem Kegelschnitt liegt. 

Wir nehmen nun an, P sei ein Punkt von K’, in dem sieh also drei 
entsprechende Strahlen a,a,a von I,2,38, treffen; indem wir P zu 3, 
rechnen, bezeichnen wir ihn mit A,. Ihm entsprechen dann auf a, und a, 
die Punkte AR, und R,; die collinear sich entsprechenden Büschel (R,) und 
(R,) erzeugen einen Kegelschnitt z durch A,BuCufR,. Legt man dureh 
R, irgend eine Gerade a,, welche z# in AR, schneidet, so ist durch die Punkte 
Ay Bu Cu, als gemeinschaftliches Tripel und A,R, als homologe Punkte eine 
eollineare Beziehung zwischen zwei Systemen I, und I, hergestellt. Wird 
a, Tangente an z, so fällt AR, mit R, zusammen und R, ist dann ein Punkt 
des gemeinschaftlichen Tripels von 3, und &,, so dass also jeder Punkt 
von K’ als ein Punkt eines gemeinschaftlichen Tripels zweier der eollinearen 
Systeme angesehen werden kann, deren homologe Strahlen sich in den 
Punkten von K° treffen. Da für den Kegelschnitt z jeder andere des 
Büschels (As Bu, CR.) genommen werden kann, so erhalten wir stets andere 
zu =, collineare Systeme, von deren mit 3, gemeinschaftlichen Tripel- 
punkten der eine stets nach R, fällt. Daher kann jeder Punkt R, als ein 
Punkt unzählig vieler Tripel der ersten Art angesehen werden. 


19 * 
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Legt man durch irgend zwei Tripel erster Art, etwa A, BC, und 
AnrBnCn, und einen Punkt P von K’ Kegelschnittbüschel und lässt je zwei 
Kegelschnitte dieser Büschel einander entsprechen, welche K° ausser in P 
noch in denselben zwei Punkten Q und R schneiden, welche mit P ein 
Tripel zweiter Art bilden, so sind die beiden Büschel in projectivischer 
Beziehung, so dass also K’ durch zwei projectivische Kegelschnittbüschel er- 
seugt werden kann, wenn ein Grundpunkt in beiden derselbe ist und die anderen 
drei in jedem Büschel ein Tripel erster Art bilden. 

Sind P'QO'R' und P’Q"’R” zwei Tripel zweiter Art, A wieder ein 
Punkt von K’, so kann K* auch durch zwei projeetivische Kegelschnitt- 
büschel mit den Grundpunkten (P'O’R’A) und (P"Q"R" A) hergestellt werden, 
wenn wieder zwei solche Kegelschnitte der Büschel einander entsprechen, 
die K° noch in denselben beiden Punkten B und C schneiden, welche mit 
A ein 'Tripel erster Art bilden. — Die Punkte P'O’R' und P"Q'’R" seien 
gemeinschaftliche 'Tripel zweier collinearen Systeme ZI’ und ">", 
deren collineare Beziehung dadurch festgestellt wird, dass drei durch A 
gehende Gerade 0’0’0” einander entsprechen sollen und zwar soll 0” die- 
jenige Gerade sein, auf der sich die Büschel (P'O’R’A) und (P"O"’R"A) 
ausser auf JA” schneiden. Zwei entsprechende Kegelschnitte #2’ und 2” dieser 
Büschel schneiden diese drei Geraden in drei homologen Punkten /T’IT IT" 
von Z"E’F”"; in diesen Systemen haben wir drei projeetivische Strahlen- 
'büschel (77°, (IT’), (IT"); von ihnen erzeugen (/7”) und (I7') den Kegel- 
schnitt x', 1°) und {/7”) den Kegelschnitt x”. Diese beiden Kegelschnitte 
schneiden sich ausser in 7/7" noch in drei Punkten ABC, welche ein 'T'ripel 
erster Art bilden. In jedem dieser Punkte schneiden sich aber drei homo- 
loge Strahlen der Systeme Z'>F’>", also haben wir das Resultat, dass A’ 
auch der Ort homologer Strahlen dreier Systeme F"'F’>” ist, von denen 
ZZ’ > und Z">” als gemeinschaftliche Tripel je ein Tripel zweiter Art 
haben, dass also Tripel erster Art und zweiter Art bei diesen Systemen 
sich vertauschen und dass also ein Tripel erster Art in den Systemen 
>2,2,2, ein solches zweiter Art in den Systemen Z’>’>" und umgekehrt 
ist. Aus diesen letzten drei collinearen Systemen kann man wieder andere 
ihnen eollineare ableiten und es ergiebt sich somit als Resultat, dass es 
zwei Reihen von unendlich vielen collinearen Systemen giebt, die so be- 
schaffen sind, dass söch die homologen Strahlen aller Systeme der einen Reihe 
sowohl, wie der anderen in den Punkten von K’ schneiden. 
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und = Sind Ay, By C., und Au Bu, &, irgend zwei Tripel erster Art mit einem 
wei . gemeinschaftlichen Punkt, so ist durch dieselben ein Kegelschnitt «,, be- 
nP stimmt. Da jeder Kegelschnitt durch ein Tripel erster Art K° noch in 
en einem Tripel zweiter Art schneidet, so muss «,, die A entweder noch in 
her einem Punkt P schneiden und dann bilden B,,&,P sowohl, wie B,.C.P 
 er- { ein Tripel zweiter Art, oder «, muss K° in A,, berühren. Wäre das erstere 
eren der Fall und B,,&,P noch ein Tripel zweiter Art, so ist durch die fünf 

; Punkte B,, Eu Bi En P wieder ein Kegelschnitt 7 bestimmt, der K°’ entweder 
ein : in einem Punkt A schneiden oder in P berühren muss. Wenn er in 
nitt- ° schnitte, so wäre AB, 6, ein Tripel erster Art, und dies ist nicht möglich, 
den. da AuB,. 6, ein solches ist und es zu zwei Punkten nur einen dritten geben 
hen. " kann, welcher mit ihnen ein 'Tripel erster Art bildet; wenn ı die K’ in P 
mit ) berührte, so wäre PB,,6&,, ein Tripel erster Art, was wieder nicht möglich 
eien ist, also kann «,, ausser Ay, By, Cu, du, &,,; mit K’ keinen Punkt gemein haben 
>" ° und daher muss o,, die Curve K° in A,, berühren. Daraus folgt, dass jedes 
ı A i der Tripel erster Art auch als eines zweiter Art angesehen werden kann. 
die- weil jeder Kegelschnitt durch ein 'Tripel erster Art die K° noch in einem 


"A) ” solehen zweiter Art schneidet, und weiter folgt, dass zwei Tripel erster Art 


eser ' oder zwei Tripel zweiter Art stets auf einem Kegelschnitt liegen 

m 5 Es sei z, ein beliebiger Kegelschnitt durch das Tripel Au Bu, Cu. 
len- " welcher K’ in A,, berührt; es seien ferner AB, &, drei andere 'Tripel- 
sel- - punkte und die Kegelschnitte des Büschels (A, AuB.&,) sollen sämmtlich 
itte K’ in A,, berühren. Sie schneiden z, in den Punktpaaren einer Involution, 
ipel : deren Centrum J sein mag, dann ist J der Schnittpunkt von BC, mit 


mo- Bu, denn es giebt einen Kegelschnitt des Büschels, welcher durch B,,C,, 
K: - geht und das Geradenpaar (A,, Ay. Bu, &.,) gehört auch zu den Kegelschnitten 


nen  ° des Büschels. Der Kegelschnitt #, schneidet aber K° noch in zwei Punkten 
Art B,&;,, welche mit A,, ein Tripel bilden, und da es im Büschel einen Kegel- 
nen ‘ schnitt giebt, welcher durch B,,&,, geht, so geht auch die Verbindungslinie 
nen } dieser Punkte durch J, so dass sich also in J die drei Geraden B,,C,.. 
ht 9 Bu, BC, schneiden. Wählen wir statt B,,&,, irgend zwei andere 
ere F Punkte, die mit A,, ein Tripel bilden, etwa B,6,. und ebenfalls ein neues 
es Büschel von Kegelschnitten (A,, Au ®.,&,.), welche auch K° in A,, berühren, 
be- © so lässt sich zeigen, dass auch BC, durch J geht. Daraus folgt dann, 
ihe © dass die Verbindungslinien aller Punktpaare, welche mit demselben Punkt 


Iripel bilden, sich in einem Punkt schneiden, der ebenfalls auf K’ liegen 
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muss, weil es einen Punkt J’ giebt von der Beschaffenheit, dass AuJJ' ein 
Tripel bilden. 

Sollen Ayı Bu Cu, An Bir Ci, Au Ba, Cy, die Kekpunkte absoluter Polar- 
dreiecke in Bezug auf Kegelschnitte sein, so giebt es nur einen Kegel- 
schnitt X,, in Bezug auf welchen die beiden ersten Tripel Eckpunkte ab- 
soluter Polardreiecke, ebenso nur einen K&,, für den dasselbe in Bezug auf 
die beiden letzten Tripel und ebeuso nur einen Ä,. für den dasselbe in 
Bezug auf das erste und dritte Tripel giüt. Demnach haben die Kegel- 
schnitte K, und K, das Tripel A„B„C.. K, und 4, das Tripel A,»B.C,. 
K;, und K, das Tripel AuBuC, als gemeinsames absolutes Polardreieck 
oder nach Steiner als gemeinschaftliches Tripel. Sind Bi.Ch, Bu Cu, 
solehe Punkte, die mit A,, Tripel bilden, so erhalten wir auf dieselbe Art an- 
dere Kegelschnitte K,Ky... und K,K;..., welche mit K, entweder Ay B,C. 
oder AaB»C, als gemeinsames absolutes Polardreieck haben. Da nun 
BC. Bir Cor, Bar Chi. -.. Sich in einem Punkt J schneiden. so haben alle 
Kegelschnitte K,K,K,... die Punkte A, und J zu conjugirten Punkten. 
Da sie ausserdem A„BaC» als gemeinschaftliches absolutes Polardreieck 
haben, so bilden sie ein Büschel und dasselbe gilt von den Kegelschnitten 
K,K,K,.... Beide Büschel haben X, als gemeinschaftlichen Kegelschnitt und 
gehören demnach dem Netz von Kegelschnitten an, welches durch die drei 
Kegelschnitte X,K,K, bestimmt ist, woraus dann folgt, dass die Curve K’ die 
Tripeleurve des von diesen drei Kegelschnitten bestimmten Kegelschnittnetzes is! 
(ef. Steiners Vorlesungen herausgegeben von Schroeter. 'T'h. 1I. $. 62). 

Die erhaltenen Resultate fassen wir zusammen: 

Die Curve K’ ist der Ort der Schnittpunkte homologer Strahlen von 
unendlich vielen collinearen Systemen und gleichzeitig der Ort der je zweien 
dieser Systeme gemeinschaftlichen Tripel. Jeder Punkt der Ebene kann als 
ein Tripelpunkt von unendlich vielen Tripeln angesehen werden, durch zwei 


Punkte aber ist ein einziges Tripel bestimmt. Irgend zwei Tripel liegen auf 


einem Kegelschnitt und die Geraden, welche die Punktpaare verbinden, welche 
einen bestimmten Punkt als dritten Tripelpunkt haben, schneiden sich in einem 
Punkt von K’. Diese Curve kann auch angesehen werden als Tripelcurve 
eines Kegelschnittnetzes. 


Wenn man K° zum System 3,, rechnet, so entspricht ihr in 3,, wie 
oben gezeigt ist, die Curve A;. Die reciproken Beziehungen zwischen beiden 
Uurven ergeben für die letztern folgende Sätze: 
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Zieht man aus zwei beliebigen Punkten an K, die je drei Tangenten, 
so berühren dieselben eine Curve C, vierter Classe, welche a,b,c, zu Doppel- 





3 tangenten hat. Drei solche Curven bestimmen ein Netz und jede Curve dieses 





" Netzes hat a,b,c, zu Doppeltangenten und ihre anderen sechs mit K, gemein- 





schaftlichen Tangenten schneiden sich zweimal zu je drei in zwei Punkten. 





Sind p:g;r, drei von einem Punkt an K, gezogene Tangenten, p, irgend 





> eine vierte, sind C,... die Curven vierter Classe, welche p»g;r;p, berühren und 





a,b,c, zu Doppeltangenten haben, also eine Curvenschaar bilden, zieht man 





' ferner von den Punkten P,P,... der Tangente p, die Tangenten q,r,. q:r;,. 





an K,, welche gleichzeitig Tangenten an die Curven Ü,;... sind, so bilden alle 





' Kegelschnitte, welche a,b,c, und zwei solche von einem Punkt von p, aus- 
gehende Tangenten qer,, gpr>, ... berühren, eine Schaar X... von vier festen 
Tangenten a,b,c,d,, so dass also K, als Enveloppe der gemeinschaftlichen 
) Tangenten homologer Elemente der Schaaren N}... und Ü,... erscheint, wenn 
man je zwei Curven der beiden Schaaren einander zuordnet, welche die beiden 
aus einem Punkt von p, an K, gezogenen Tangenten berühren. 


} Ist d, eine beliebige Tangente von K,, sind 8... die Tangenten der 


Te 


Schaar a,b,c,d,, so schneiden sich die noch übrigen gemeinschaftlichen eines 
‚ jeden Kegelschnitts &... mit K, auf einer festen Tangente von K,, 

| Da irgend zwei collinearen Systemen in I, wieder zwei collineare 
Systeme in 3, entsprechen, so folgt weiter: 

| Die Curve K;, ist die Enveloppe von Geraden, auf denen homologe 
Punkte unendlich vieler collinearen Systeme liegen. Sie ist demnach eben- 
falls eine Tripeleurce dritter Classe und die Curven K’ und K, besitzen völlig 
reciproke Eigenschaften. 


er € 


Daraus folgt auch: 

Schneidet man irgend eine Tripeleurve durch zwei Gerade, so kann 
man durch die sechs Schnittpunkte unendlich viele Curven vierter Ordnung 
legen, welche die Punkte irgend eines Tripels zu Doppelpunkten haben. 

Analoge Beziehungen, wie die vorhin erwähnten, finden zwischen 
> den Curven R° und 8, statt. 
| Die Curven K, und $, haben neun gemeinschaftliche Taangenten; 
> sechs von ihnen sind die Geraden «a,b, @,a,b,€,. und da diese einen Kegel- 


Renee ee 


schnitt berühren, so müssen die drei übrigen m»o sich in einem Punkt P 
> schneiden. Da aber K, die Enveloppe der Geraden von ,, ist, auf denen 
> die ihnen in 3, entsprechenden Punkte liegen, und &, die Enveloppe der 
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Geraden von 3, ist, auf denen die in 3, entsprechenden Punkte liegen, so 
müssen die neun gemeinschaftlichen Tangenten von X, und 8, die Eigen- 
schaft besitzen, dass, ob man sie zu 3, oder 3, rechnet, die ihnen ent- 
sprechenden Punkte auf ihnen liegen. Also: 

Im ganzen Bereich der Ebene giebt es nur neun Gerade, von denen 
sechs einen Kegelschnitt berühren, während die anderen drei durch einen Punkt 
gehen, welche die Eigenschaft besitzen, dass die ihnen in doppeltem Sinne der 
reciproken Beziehung entsprechenden Punkte auf ihnen selbst liegen. 

Im ganzen Bereich der Ebene gibt es nur neun Punkte, von denen 
sechs, Ar Br Cn Ar BC, auf einem Kegelschnitt und die anderen drei, MNO, 
in gerader Linie liegen, welche die Eigenschaft besitzen, dass die ihnen in 
doppeltem Sinne der reciproken Beziehung entsprechenden Strahlen durch sie 
selbst gehen. 

Allen Strahlen durch emen Punkt P entsprechen projeetivisch die 
Punkte zweier Kegelschnitte /% und A;,. von denen der erste durch A; B, C,, 
der andere durch A, Bu, €. geht; die Geraden, welche die homologen Punkte 
dieser beiden projeetivischen Kegelschnitte verbinden, haben als Enveloppe 
eine Curve $t, vierter Classe mit drei Doppeltangenten, d’d’d”. Jeder 
dieser Doppeltangenten entspricht ein Strahlenpaar durch P, daher folgt: 

Durch jeden Punkt P giebt es drei Strahlenpaare von der Beschaffen- 
heit, dass die jedem Paar in doppeltem Sinne entsprechenden Punktpaare auf 
einer Geraden liegen. 

Wenn man zu jedem Strahl x der Ebene die beiden ihm in doppeltem 
Sinne entsprechenden Punkte X,, und X, und ebenso zu jedem Punkt Y die 
beiden entsprechenden Strahlen y, und 9%, sich bestimmt denkt und alle 
Punkte X,, und Strahlen y,, einem System S,,, alle Punkte X, und Strahlen 
y. einem andern System $, zuweist, wenn man ferner jedem Punkt X,, den 
Punkt X, und jedem Strahl y,, den Strahl y, zuordnet, so ist zwischen den 
Systemen $,, und S, eine geometrische Verwandtschaft hergestellt. Allen 
Strahlen x... durch einen Punkt P,, zu 3, gerechnet, entsprechen in 3, 
projeetivisch die Punkte eines Kegelschnitts ,,, welcher durch A, Bu, Cu 
geht; rechnet man diesen aber zu 3,, so entsprechen ihm in $,, projec- 
tivisch die Tangenten x,,... einer Curve vierter Classe n,, welche a,, du. Cı 
zu Doppeltangenten hat. Ebenso entsprechen allen Strahlen =... durch 
einen Punkt P\, in S,, alle Tangenten z,... einer Curve r, vierter Olasse 
in S,, welche a,d,c, zu Doppeltangenten hat. Ferner entsprechen allen 
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) 2 Punkten X3... einer Geraden 9, von $, alle Punkte X... einer Uurve u, 
mit den Doppelpunkten A,, B,, C,, in S,, und umgekehrt, allen Punkten X, ..- 
einer Geraden 9, in S,, alle Punkte X;... einer Curve n$ vierter Ordnung | 
mit den Doppelpunkten A;B,C,. Allen Punkten eines Kegelschnitts X), in 
S, dureh Ay Bu C., entsprechen in S, wieder alle Punkte eines Kegel- 
‚ 1° sehnitts 7% dureh A,B,C, und umgekehrt, endlich allen Tangenten eines 
' Mb Cu, berührenden Kegelschnitts S,, in $,, alle Tangenten eines a,b; ec; 
berührenden Kegelsehnitts y in S,. — Wir wollen die Frage beantworten, 
' ob und wie oft es vorkommt, dass entsprechende Punkte oder entsprechende } 
Strahlen der Systeme $,, und S, zusammenfallen. — Da allen Strahlen N 
7... eines Büschels (P,) projeetivisch die Tangenten x... einer Uurve 7, 3 
vierter Classe mit den Doppeltangenten «a,, bc, entsprechen, so ist der Ort | 
der Sehnittpunkte (2; 2,,) eine Curve C©° fünfter Ordnung mit dem vierfachen f 
Punkt P;; da ferner den Strahlen P,A,, P;B,, P,C, die Geraden a. b.. u 
c„ und zwar doppelt entsprechen, so sind die Schnittpunkte (P; A,, a.) : 
|  (PB;, bu), (PC, c,) oder W,, B,, & Doppelpunkte von C° und daher 
| muss O0? in die Geraden RW, PB;,, P&, und einen Kegelschnitt dureh 
die Punkte PW;B,&, zerfallen. — Rechnet man C° zu $S,,. welche Curve 


entspricht ihr in 5? Der Curve z, von $,, entspricht das Strahlenbüschel 
(P;) von S, und dem Strahlenbüschel (P;) von $,, entspricht in S, pro- 
jeetivisch eine Curve rn, vierter Classe, welche a, b,c, zu Doppeltangenten hat. 
Der Ort der Schnittpunkte homologer Strahlen ist eine Curve 0 fünfter 
Ordnung mit P, als vierfachem Punkt und drei Doppelpunkten A, Bu, Cu. 


! ! * [3 ” bi 
| welche also in die drei Geraden PA, PB... P:&,, und in einen Kegel- 
| schnitt durch die Punkte PA, Bd. &, zerfällt. Die beiden Uurven C° und 


v5 


| » schneiden sieh ausser in ?, noch in neun Punkten. in denen also ent- 
sprechende Punkte von S,, und S, zusammenfallen und daraus schliessen wir: 


Im ganzen Gebiet der Ebene giebt es neun Punkte von der Beschaffen- 


wi: 


heit, dass, ob man sie zu I, oder I, rechnet, die ihnen in I, respective 2, 
entsprechenden Geraden zusammenfallen. 

Die geometrischen Verwandtschatten der Uollimeation und Reeipro- | 
eität sind eimer Erweiterung fähig, deren Resultate an dieser Stelie noch % 
mitgetheilt werden sollen. Wir bezeichnen alle Curven »t*" Ordnung eines | 
Uurvennetzes mit 0,0,0,0,...&,&,&;6&;... und beziehen diese Uurven pro- 
jJeetivisch auf einander, indem wir irgend vier Curven des Netzes, von | 
denen keine drei demselben Büschel angehören, nämlich C,C, ©,C,, vier . 
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anderen desselben Netzes &,&,&,&,, von denen auch keine drei demselben 
Büschel angehören, zuordnen. Fügen wir noch die Bedingung hinzu, dass 
die Curve, welche den Büscheln (C,C,) und (C,C,) gemeinschaftlich ist 
derjenigen Curve zugeordnet sein soll, welche den entsprechenden Biüscheln 
(&,&,) und (&,6&,) gemeinschaftlich ist, so sind die Curven des Netzes 
collinear auf einander bezogen. Die Schnittpunkte zweier Curven CC, 
bezeichnen wir mit A,.... 44, und die zweier Curven @,6&, mit W,... AU), 
dann ist auch die Grundpunktengruppe A,,... A@) collinear der Gruppe 
Y.r..A) zugeordnet. Auf diese Art haben wir zwei collinear aufeinander 
bezogene Systeme S und © erhalten und beantworten zuerst die Fragen, 
wenn ein Punkt in S irgend eine Curve durchläuft, auf welcher Curve be- 
wegen sich dann die »° ihm in © entsprechenden Punkte, und wieviel 


4 


Punkte giebt es in S, mit denen die homologen Punkte in S zusammen- 
fallen? Wenn ein Punkt A in S eine Curce K" m! Ordnung durchläuft, 
so durchlaufen die ihm verbundenen n —1 Grundpunkte A... A") in S eine 


Curve K nf a1 ) 


der m(n— 1)" Ordnung und die ihm collinear m © ent- 
sprechenden Punkte W... A”? durchlaufen zwei Curven $" und K""—) von 
den Ordnungen m und m(n —1). 

Der Ort der Schnittpunkte entsprechender Curven zweier Büschel 
des Netzes ist eine Curve K” 2nt°" Ordnung; es seien (C,C,) und (6,6,) 
diese Büschel. Wir rechnen sie zu S, dann entspricht dem Büschel (C,0,) 
in $ das Büschel (&,&,) in S, und dem Büschel (&,&,) von S das Büschel 
(&,6&;) von ©, und da die Büschel (&,€,) und (&,E}) projeetivisch sind, so 
erzeugen sie eine Curve K” 2xte Ordnung, welche K’” ausser in den =’ 
Punkten W,,...A%? noch in drei Gruppen von je »° Grundpunkten schneidet. 
Daraus folgt, dass es in S drei Gruppen von je n’ Grundpunkten giebt, die 
mit ihren homologen in © zusammenfallen. Durch je zwei Gruppen geht eine 
Curve des Netzes von S, mit welcher die ihr in © entsprechende Curve zu- 
sammenfällt, so dass es also drei solcher Curven giebt, die wir mit «Po Yu: 
bezeichnen wollen. 

Durch je zwei entsprechende Punkte der einander in S und © ent- 
sprechenden Curven K" und $" lässt sich nur eine Curve des Netzes legen, 
alle diese Curven haben als Enveloppe eine Curce E, an die sich von jedem 
Punkte 2mn berührende Curven des Netzes legen lassen. Die Curve E ist 


von der mn (mn+1)'" Ordnung, berührt jede der Curven K" und $" in 


mn Punkten und jede der Curven K""") und "7" in m'n’ Gruppen von 
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je "—1 Punkten, welche mit jenen Berührungspunkten verbundene Grund- 
punkte bilden; sie berührt ferner die drei sich selbst entsprechenden Curven 
eußBunYı im je mn’ Punkten. 

Auf die angegebene Art ordnen wir die Gurven des Netzes zu drei 
eollinearen Systemen, die wir mit I,>,2, bezeichnen wollen, und lassen 
nun einer Curve C, des letzteren die »’ Schnittpunkte der homologen Uurven 
C, und ©, in 3, und >, und irgend einer Gruppe von »’ verbundenen 
Grundpunkten ın 3; die Curve entsprechen, welche dureh die in 3, und 
5, entsprechenden Gruppen gelegt werden kann, und dadurch haben wir 
das System 3, reeiprok auf ein anderes 3, bezogen und eine geometrische 
Verwandtschaft erhalten, von welcher die im Obigen besprochene nur ein 
specieller Fall ist. Von den zwischen beiden Systemen stattfindenden Be- 
ziehungen seien folgende angeführt: 

Alle Punkte von >, welche auf den ihnen in I, entsprechenden 
Curven liegen, erfüllen eine Curve K” der 3n'" Ordnung oder: Alle Punkte, 
in denen sich drei homologe Curven der drei Systeme I,2, 2, schneiden, 
liegen auf einer Curve K” 3n'” Ordnung, welche durch die Yn’ Punkte 
geht, in denen entsprechende Punkte der Systeme 3,2, I, 3:, 3, zu- 
sammenfallen. 

Allen Curven von Z,,, welche ein Büschel bilden, entsprechen in 
projectieisch die Gruppen von n Punkten auf einer Curve 2n'® Ordnung. 
welche durch 3n’ feste Punkte geht, die in &, den Doppelpunkten von &, und 
>, entsprechen. — Alle Curven von 2, auf denen die ihnen in &, homo- 
logen Punkte liegen, haben als Enveloppe eine Curve K, an welche sich von 
jedem Punkt drei in n’ Punkten einer Gruppe berührende Curven des Netzes 
legen lassen und die 6n'" Ordnung ist oder: Alle Curven des Netzes, auf 
denen 3n’ homologe Punkte der drei collinearen Systeme liegen, werden von 
einer Curve K der 6n'" Ordnung eingehüllt, an die sich von jedem Punkt drei 
in n’ Punkten berührende Curven des Netzes legen lassen. Die Curve K be- 
rührt jede der je drei in I,2,, I; 3,, 3,3, sich selbst entsprechenden Curven 
Pan Yon aß Bay in n’ Punkten. 

Allen Punkten von 2,, welche in einer Curve Ü, des Netzes liegen, 
entsprechen in 2, projectivisch die Curven des Netzes, welche eine Curve x\, 
der 2nter Ordnung berühren, die auch &.PuYo in je n’ Punkten berührt. Von 


jedem Punkt lassen sich an z,, zwei Curven des Netzes legen, welche z,, in 


je n’ Punkten berühren. — 
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Alle Punkte von &,, welche auf den ihnen in 2, entsprechenden Curven 
des Netzes liegen, erfüllen eine Curve K° von der Bnter Ordnung, welche 
durch In’ feste Punkte geht, nämlich durch die Doppelpunkte Ay..., Ar-.. 
von 2,25, 2,3, und durch die 3n’ Punkte A,..., welche in &, den Doppel- 
punkten A,,... von 2,2, entsprechen. — 

Allen Curven des Netzes von &,, welche ein Büschel bilden, entsprechen 
in ZI, projectivisch die Gruppen von je n Grundpunkten einer Curve K‘! 
2nte Ordnung, welche durch die 3n’ festen Punkte A,,... geht. — Alle Curven 
des Netzes von >;,, welche durch die ihnen in 2, entsprechenden Punkte 
gehen, werden von einer Curve Sf eingehülit, welche die Curven Buy Lu) 
und auch die Curven «,/.7,, welche in 2, den Curven a,PuYo: von Zu ent- 
sprechen, in je n Punkten berührt. An S lassen sich durch jeden Punkt drei 
in n Punkten je einer Gruppe berührende Curven des Netzes legen; die Ord- 
nung von N ist 6n. 

Einer Curve K“ m’“ Ordnung von I, resp. Z&,, entspricht in 2, resp. 
I, eine Curve E von der mn (mn +-1)'* Ordnung, welche «,PuYu resp. a7: 
in mn Punkten berührt. An E lassen sich durch einen beliebigen Punkt 2mn 
Curven des Netzes legen, von denen jede E in n' Punkten einer Gruppe berührt 

Allen Punkten der vorhin genannten Curve $Ü" von 3, entsprechen in 
I, alle Curven des Netzes, welche die Curve K berühren; diese Curven be- 
rühren sich in 6n’ Punkten oder genauer in 6n' Punktgruppen. Ebenso sind 
K” und X entsprechende Curven in 2, und I, und berühren sich auch in 
bn’ Punktgruppen von je n Punkten. 

Die Curven des Netzes lassen sich auf unendlich viele Arten in Systeme 
SF... Fi... 2%... zerlegen, die mit einander und mit Z,2,8, in 
collinearer Beziehung stehen und die Eigenschaft besitzen, dass die 3n’ Doppel- 
punkte oder vielmehr die drei Doppelpunktgruppen je zweier auf K liegen, 
und dabei liegen die drei Doppelpunktgruppen von zwei beliebigen dieser 
Systeme mit den drei Doppelpunktgruppen von irgend zwei anderen auf einer 
Curve 2n'" Ordnung. Nennen wir solche drei Doppelpunktgruppen ein 
Gruppentripel, so gilt ferner: 

Jede Gruppe kann als zu unendlich vielen Gruppentripeln gehörig be- 
trachtet werden. Alle Curven des Netzes, welche durch je zwei Gruppen gelegt 
werden, welche mit derselben Gruppe ein Gruppentripel bilden, schneiden sich 
in einer Gruppe, die auch auf K” liegt. 


Unter allen Curven des Netzes giebt es nur neun, von denen sechs eine 
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ven Curve der 2n!er Ordnung in je n’ Punkten berühren, während die anderen 





che drei sich in einer Gruppe von n’ Punkten schneiden, welche die Eigenschaft 
BE i besitzen, dass, ob man sie zu 2, oder 3, rechnet, die ihnen reciprok ent- 
e- © sprechenden Punktgruppen auf ihnen selbst liegen. — Ebenso giebt es nur neun 
: Punktgruppen, von denen sechs auf einer Curve 2n'" Ordnung, und die an- 
hen deren drei auf einer Curve des Netzes liegen, und welche die Eigenschaft be- 
Ki © sitzen, dass die ihnen in doppeltem Sinne der reciproken Beziehung ent- 
ven sprechenden Curven durch sie hindurchgehen. 
ke Unter allen Punktgruppen giebt es neun von der Beschaffenheit, dass 
2 die ihnen in doppeltem Sinne der reciproken Beziehung entsprechenden Curven \ 
ni- zusammenfallen. : 
rei 4 Die Curve K” ist die Hessesche Curve eines Netzes von Üurven | 
rd- (n+1)!® Ordnung: doch ist dasselbe kein allgemeines Netz, sondern hat die | 
| Eigenschaft, dass die ersten Polaren aller Punkte der Ebene in Bezug auf die | 
SD. Curven desselben wieder ein Netz bilden und zwar das Netz 2, oder I, der 
27: Curven C,C,... Die Curven dieses Netzes &,, welche je zwei Gruppen von 
mn n Grundpunkten eines Gruppentripels verbinden, schneiden K” noch in je n 
hri verbundenen Grundpunkten, so dass durch diese drei Gruppen eine Curve des 
in Netzes hindurchgeht. 
he- Durch die 3n’ Punkte eines Gruppentripels lässt sich eine Curve 2n' 
ind Ordnung legen, welche in ihnen die Curce K” berührt. 
in Auf die Curve KA” lässt sich unmittelbar ein grosser Theil der Sätze 
‚ übertragen, welche von einer Curve dritter Ordnung gelten, diese als 'Tripel- 
me . curve betrachtet, z. B. die Sätze auf Seite 540 sqq. in Steiners Vorlesungen, 
in herausgegeben von Schroeter, und zwar folgen dieselben sofort aus der Deti- | 
el- nition von K” als einer Hesseschen Curve. — Für das erhaltene Netz von 
en, Lurven (»+1)ter Ordnung folgen noch leicht die Sätze: 
ser n Jedes Büschel des Netzes von Curven (n-+ 1)!" Ordnung hat 3n' Doppel- 
ner . punkte: irgend zwei solcher Doppelpunktsgruppen liegen auf einer Curce 
ein | 2n' Ordnung und 
2 Der Ort der Punkte, in denen sich drei gerade Polaren in Bezug auf 
)e- die Curven des Netzes für ein und denselben Pol schneiden, d. i. die Steinersche 
egt f Curve des Netzes, ist von der dritten Ordnung. 
ich "= Wie hier die Eingangs besprochene reciproke Verwandtschaft des 


zweiten Grades verallgemeinert worden, so lässt sich auch die reeiproke 
Verwandtschaft des ersten Grades verallgemeinern, indem man irgend vier 
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Uurven eines Netzes, von denen keine drei einem Büschel angehören, irgend 
vier Gruppen verbundener Grundpunkte, von denen keine drei Gruppen auf 
einer Curve des Netzes liegen, zuordnet. Es seien C, 0’, C”, C'", die vier 
Curven und @r., @r'., Gr"., G@r"". die ihnen entsprechenden Gruppen. Setzt 
man noch fest, dass die Curve, welche den Büscheln, die durch irgend zwei 
Paar der vier GCurven z. B. (CC’) und (C”’C’"") bestimmt werden, diejenige 
Gruppe verbundener Grundpunkte entsprechen soll, welche mit den beiden 
Paaren von Gruppen Gr. und Gr, Gr". und Gr". je auf einer Curve des 
Netzes liegt, so ist jeder Curve des Netzes eine Gruppe verbundener Grund- 
punkte und umgekehrt zugeordnet. Bezieht man die Curven des Netzes 
und die Gruppen verbundener Grundpunkte auf eine zweite Art reciprok 
auf einander, so hat man in der Ebene zwei reeiproke Systeme. Die Be- 
ziehungen derselben zu einander erforscht man ohne Schwierigkeit durch 
die Methoden, welche Herr Schroeter in der Abhandlung „Untersuchung 
zusammenfallender reciproker Gebilde in der Ebene und im Raume“ im 
72. Bande dieses Journals angewendet hat, um die Eigenschaften zweier re- 
eiproken Gebilde des ersten Grades zu untersuchen. 


Tilsit,. im Mai 1874. 
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Ueber algebraische Flächen, die zu einander 
apolar sind. 
(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i./E.) 


I einer früheren Arbeit *) wurde gezeigt, dass in Bezug auf eine 
Fläche &" „ter Classe nicht bloss den einzelnen Ebenen und Ebenengruppen 
des Raumes bestimmte Polaren entsprechen, sondern für k<» auch den 
Flächen F* kter Ordnung. Eine Ausnahme bilden nur die zu &" apolaren 
F', als deren Polare jede Fläche (»— k)'e" Ulasse angesehen werden kann. 

In dem vorliegenden Aufsatze soll die Definition der zu &* apolaren 
Flächen Ater Ordnung erweitert werden, sodass sie auch auf den Fall k>n 
anwendbar wird. Wir werden zeigen, dass die Beziehungen von zwei zu 
einander apolaren Flächen 2" und F* wechselseitige sind und bei einer 
beliebigen collinearen oder reciproken "Transformation der beiden Flächen 
ungeändert bleiben, dass sie also die Invarianteneigenschaft besitzen. Die 
Theorie der zu einander apolaren Flächen führt deshalb auch mit Leichtig- 
keit zu wichtigen Covarianten und Invarianten algebraischer Flächen und 
Curven. Ebenso leicht kann sie verallgemeinert und in der Invarianten- 
theorie der algebraischen Formen mit mehr als vier Variabeln angewendet 
werden. 


$.1. Polarentheorie der Flächen x'“ Ordnung. 
1. In der vorhin eitirten Arbeit wurde bewiesen, dass jede qua- 
ternäre Form „ten Grades F”(z, y, z, w) dargestellt werden kann als Summe 


(a +I1)(n+2)(n +3) 
1.2.3 


gesehen von eonstanten Factoren willkürlich angenommen werden dürfen. 
Wir können also setzen: 


der „ten Potenzen von — y» ]inearen Formen. welche ab- 


j-v 
nf r f n 
F I, Y, 2, ”) = zu) \ a,2+P,Y +7,37Pp,W)", 
J 


auch wenn «,, P;, Y;, p; gegebene CUonstante bezeichnen. Wir wollen diese 


R *) Erweiterung der Polarentheorie algebraischer Flächen; dieses Journal Bd. 78 
S. 97—113. 
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(‘onstanten so wählen. dass zwischen ihnen die Relation: 


‘ 


Ertl Mr jel & 3: 20, 9 

besteht; zugleich setzen wir »o=1. Alsdann kann in Bezug auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem die Gleichung: 

E+ß,y+Yy3—Pp; = V 
aufgefasst werden als die Normalgleichung einer Ebene, deren Coordinaten 
die Constanten @,, ,, 7;, P; Sind, während x, y, 3 die Coordinaten eines 
in der Ebene liegenden Punktes bezeichnen. Liegt der Punkt (x, y, 3) nicht 
in der Ebene, so bezeichnet der Ausdruck: 

e+ßy+Y3—-Pp =, 
seinen Abstand von der Ebene. 

Wir wollen nun den Factor «,, für welchen sich aus der obigen 
Darstellung der quaternären Form ein ganz bestimmter Werth als Function 
der Coefficienten der Form ergiebt, den Werth der Ebene («,, P;, y;, P;) 
nennen; man kann sich diesen Werth etwa durch die Grösse einer in der 
Ebene liegenden Figur, z. B. eines Dreiecks, repräsentirt denken. Das Pro- 
duct von «, und der nt Potenz des Abstandes r, der Ebene von einem 
beliebigen Punkte P’x,y, 3), also die Grösse: 


n 


ur = u.(a,c2H+ P,y+Y;3—Pp})”, 

soll das n'° Moment des Ebenenwerthes u, in Bezug auf den Punkt P genannt 
werden; und ebenso nennen wir die Summe: 

zu. oder Zu(a,e+ß,y+7,s—p))' 

' ; 
das »!® Moment des Systemes der » Ebenenwerthe ,, 1%, ..., , in Bezug 
auf den Punkt \z, y, 3) oder P. Wir erhalten demnach den Satz (vgl. dieses 
Journal Bd. 78 8. 99): 

ine ganze rationale Function n'” Grades von den Variabeln x, y, 3 

kann auf unendlich viele Arten durch die n'®“ Momente eines Systemes von 
PR. = z a +3) Ehenenwerthen bezüglich aller Punkte des Raumes 
repräsenlirt werden. Die v Ebenen dürfen nicht Berührungsebenen von einer 
und derselben Fläche n‘” Classe sein, können aber sonst ganz willkürlich an- 
genommen werden; durch ihre Lage sind die ihnen beizulegenden Werthe ein- 
deutig bestimmt. 


Die Gleichung Fix, y,z,1)=0 oder zu, a,c+/,y+Yy,3 —-p,)” = 0 
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repräsentirt eine Fläche ter Ordnung F’, den geometrischen Ort aller Punkte, 
für welche das zte Moment des Werthensystemes Null ist. Wir nennen 
diese Fläche die n!* Nullfläche des Systemes der v Ebenenwerthe. Jede F" 
kann als »!® Nullfläche eines solehen Werthensystemes aufgefasst werden. 

2. Wir bezeichnen nun mit x, y,, 3 für ö=1,2.3.....n» die 
rechtwinkligen Coordinaten von » Punkten, und mit: 


!;; u v2 T, 7 BY; + 7:2: pP, 


den Abstand eines beliebigen dieser Punkte von der Ebene \«,,ß,,y.P))- 
Multiplieiren wir sodann den Werth «, der Ebene mit ihren Abständen von 
den » Punkten, so soll die Summe aller dieser Produkte 

= 

< UT; P;2clizee li; 
das Moment des Systemes von Ebenenwerthen bezüglich der Gruppe jener 
»n Punkte genannt werden. Wenn die » Punkte sich vereinigen, so ist dieses 
Moment identisch mit dem »te" Momente des Werthensystemes in Bezug auf 
den Vereinigungspunkt. 

Von den » Punkten ö=1. 2,3, ..., » seien nur die ersten k ze- 
geben, während die übrigen »—k mit einem beweglichen Punkte P\r, y, z 
zusammenfallen. Dann wird das Moment bezüglich der »-punktigen Gruppe 
dargestellt dureh 


u" 
[a 


Zur. tt = Surf tn Et ytY3— pP)". 
J J 


Dasselbe ändert sich mit der Lage des beweglichen Punktes und ver- 
schwindet für unendlich viele Lagen des letzteren, nämlich für alle Punkte 
der durch die Gleichung: 


Furt tet A y+Ya—p)"" = 0 


repräsentirten Fläche (2 — %A)t®" Ordnung. Diese Fläche heisse die Polare der 
Gruppe jener k gegebenen Punkte bezüglich der n‘” Nullfläche des Werthen- 
systemes. 

Vereinigen sich die % gegebenen Punkte mit einem Punkte P,. so 
heisst ihre Polare die k’ Polare des Punktes P, (besser vielleicht die Polare 
des k-fachen Punktes P,) bezüglich der n'®" Nullfläche; dieselbe wird re- 
präsentirt durch die Gleichung: 


- n—k __ ar f - »; } | nk __ 
= ur, ‚7 = 0 odeı zu, (2,0, + P,Yyı+ Y,31— pP). (se +P,y+Y3—p =. 


Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 2. 2] 
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Weil die Gleichung „Z w,rj,.r;7"= 0 auch geschrieben werden kann: 
zu.nz‘.n, = d, 
so ergiebt sich ohne Weiteres der Satz: 

Wenn ein Punkt P, auf der k'" Polare eines Punktes P, bezüglich 
einer Fläche n‘ Ordnung enthalten ist, so liegt umgekehrt P, auf der (n—k)ter 
Polare von P;, 
oder die (a— A)ten Polaren aller Punkte, welche auf der Akten Polare eines 
Punktes P, liegen, gehen sämmtlich durch P.. 

Liegt ein Punkt (z,, Yı, 3,) auf seiner eigenen kten Polare, so genügen 
seine Coordinaten der Gleichung Fu;,r,.r;;*=0 oder Zu.r;,=0, d.h. 

J J 
der Punkt ist auf der »'e» Nullfläche des Werthensystemes enthalten. Also: 

Die Punkte der n‘" Nullfläche sind die einzigen, welche auf ihren 
eigenen k'®* Polaren liegen. 

3. Ist $*(a,P,y,p) = 0 die Gleichung einer Fläche ner Classe, so 
nennen wir u.#P(a,,ß,,7;,p;) das Moment des Ebenenwerthes u, bezüglich 
dieser Fläche. Dieses Moment ist proportional dem Produkte aller Abstände 
der Ebene (e,,/,,7;,p;) von den » zu ihr parallelen Berührungsebenen der 
Fläche &*, und hat auch dann, wenn &" eine unendlich ferne Berührungs- 
ebene besitzt, allemal einen von der gegenseitigen Lage der Ebene («,, p;, 
y;,p, und der Fläche &* abhängigen Werth. Die über alle Werthe des 
vegebenen Systemes von Ebenenwerthen auszudehnende Summe: 

= M;. Pr (@, 9 ß, Fi: Pi) 


nennen wir das Moment des Werthensystemes bezüglich der Fläche $" nr 
Olasse. Ist dieses Moment Null, so nennen wir $* apolar zu der n!" Null- 
fläche F' des Werthensystemes. 
Jenes Moment wird dargestellt durch die Summe: 
zu. (0,1 pP). (et, y+92—Pp)"", 

wenn &" zerfällt in eine Fläche Ater Classe &* und einen (»a—k)-mal zu 
zählenden Punkt (z,y,z). Alle diejenigen Punkte nun, für welche diese 
Summe Null wird, sind im Allgemeinen auf einer Fläche (2—k)te Ordnung 
enthalten, der sogenannten Polare der Fläche ke Classe $&" bezüglich der 
nter Nullfläche F” des Werthensystemes. Die Polare von &* wird also re- 
präsentirt durch die Gleichung: 


= u.a, ,7;P).yetß,y+ty2-p)"" = 0 für k<o; 
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sie geht, wenn &* in k Punkte zerfällt, über in die Polare dieser Gruppe von k 
Punkten bezüglich der F”. Wird der Fläche &* ein beliebiger Punkt (x, y', 3’) 
ihrer Polare (2—k)-mal hinzugefügt. so bildet sie mit diesem (» — k)-tachen 
Punkte zusammen eine zu F” apolare Fläche nter Classe &", welehe 
dureh die Gleichung: 
P*(o, B,y,p).(eX+ßy+ya2—p)”’ = 0 

repräsentirt wird. 


8.2. Flächen kter Glasse, die zu einer Fläche nter Ordnung apolar sind. 
4. Wenn die Gleichung der Polare von #': 


J 


= u,.$'(e,, ß,,y, pP). (se+ß,y+y3—p)””" = 0 (worin k<n) 
) 


für alle Werthe der Punkteoordinaten x, y, 3 identisch erfüllt ist, so wollen 
wir die Fläche Ater Classe &* apolar zu der n'* Nullfliäche F” des Werthen- 
systemes nennen. Die Coeffieienten der Funetion &*(«, ß,y,p) müssen als- 
dann den Bedingungsgleichungen: 

Zu.P(e,, PsYysP)-dPiyp;=9 für g4r+s+t=en-k 
genügen, welche sich aus der obigen identischen Gleiehung ergeben, wenn 
wir dieselbe nach Potenzen von z, y, 3 entwickeln und ihre einzelnen 
Glieder gleich Null setzen. Die Anzahl dieser Bedingungsgleichungen ist: 


(n—k-+1).(n—k-+2).(n —k-+3) - Nah 
1.2.3 | 
Sie bewirken, dass auch jede Summe von der Form: 
zu. $ (a,,ß,Y;P))- PP" (a, Pi, Y;>P 

Null wird, wenn die Gleichung $’" («,P,y,p) = eine Fläche (n—k)ter Ulasse 
repräsentirt; das Moment des Werthensystemes ist also Null in Bezug auf 
jede Fläche nter Classe, welche aus der zu F” apolaren &* und einer be- 
liebigen $""" zusammengesetzt ist. 

5. Auf Grund dieser letzten Bemerkung können wir die Definition 
der apolaren & für k<n zurückführen auf diejenige der apolaren &’ 
(3.), Indem wir sagen: 

Eine Fläche k'” Ordnung P' heisst apolar zu der Fläche nt” Ordnung 
F’, wenn sie mit jeder beliebigen $b’” eine zu F’ apolare $" bildet. 

Diese zweite Definition geht in die frühere über, wenn statt &”” ein 


(a—k)-mal zu zählender Punkt gesetzt wird. Lassen wir $”” zerfallen in 
eine &’ und eine $"", so erhalten wir die Sätze: 


21 * 
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Eine zu F" apolare $* bildet, wenn O<1I<—n-—k ist, mit jeder be- 
liebigen P' zusammen eine zu F" apolare &'''; auch ist sie apolar zu jeder 
F"", welche von irgend einer $' die Polare in Bezug auf F” ist. 

Auch diese Sätze können für k<{n als Definitionen der zu F" 
apolaren &' benutzt werden. Ihnen wie den vorhergehenden stehen reeci- 
proke Sätze gegenüber, welche als Definitionen der zu einer gegebenen &’ 
apolaren F’ dienen (vgl. a. a. O., Seite 104). Umgekehrt können auch die 
sämmtlichen Untersuchungen der oben eitirten Arbeit, welche sich auf ein 
System von Massenpunkten und deren »t* Nullfläche bezogen, ohne Weiteres 
auf das System von Ebenenwerthen übertragen werden. Wir begnügen uns 
jedoch, nur den folgenden, für die apolaren &(k<-n) bezeichnenden Satz 
hier anzuführen (vgl. a. a. O., Seite 111): 

Werden von einer Fläche k' Classe, die zu der n‘* Nullfläche F" 
eines Werthensystemes apolar ist, beliebige 


n{ : is RD ar) RN) m krNdan— ht) 


1.2.3 


Berührungsebenen willkürlich angenommen, so können denselben solche Werthe 
beigelegt werden, dass sie dem gegebenen Systeme hinsichtlich der n!®* Momente 
äquivalent sind. Die ihnen beizulegenden Werthe sınd durch ihre Lage ein- 
deutig bestimmt. 

6. Eine Fläche zter Ordnung F” und eine Fläche „!er Classe &" 
können wir allemal als die »'e® Nullflächen eines Systemes von Ebenen- 
werthen und eines Massensystemes auffassen, und demgemäss ihre Glei- 
chungen schreiben: 

F"'z,y,2) = zu, .(a2+f,;y+Y;2-p,)" = 
und 
$b'/a,,7.Pp) = m. (ee +Py+7Y3:—p)" = 


Das Moment des Werthensystemes in Bezug auf &” ist alsdann: 


zu, .' Os P;; Yi> p;) . = 2 um, 0%; + P,y:+ Yy;&:—P;)'; 


J 
und dasjenige des Massensystemes in Bezug auf F* ist: 


\ 


=m.F"'z,y,2) = ZZm.u;(ax+ Py: +73 —Pp})” 
{ u 


Diese beiden Momente sind also gleich und werden dargestellt durch die 
)oppeisumme: 


u” 7,8 


&2m;.u,.r, oder IF um;r.. 
i J ; vi 
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Um sie zu erhalten, multiplieiren wir die Masse m, jedes Massenpunktes 
mit der „te® Potenz seines Abstandes r,, von jeder Ebene des Werthen- 
systemes sowie mit dem Werthe u, dieser Ebene, und bilden sodann die 
algebraische Summe aller dieser Producte. 

Ist diese Summe Null. so ist &" zu F’, aber auch umgekehrt F" 
zu $" apolar (3... Wir schliessen daraus: 

Die Beziehungen von zwei zu einander apolaren Flächen n’ Ordnung 
resp. n!*" Classe sind durchaus reciproke. 

Wenn z. B. eine F” aufgefasst werden kann als die »t* Nullfläche 
eines Werthensystemes, dessen sämmtliche Ebenen eine &" berühren, so 
kann umgekehrt &” aufgefasst werden als die z!* Nullfläche eines Massen- 
systemes, dessen Massenpunkte sämmtlich auf F” liegen. Beiläufig sei hier 
der Satz erwähnt: 

Wenn von zwei Flächen zweiten Grades die eine einem Poltetraöder 
(und damit unendlich vielen Poltetraödern) der anderen umschrieben ist, so ist 
die letztere unendlich vielen Poltetraödern der ersteren eingeschrieben. 

Die beiden Flächen sind nämlich unter der gemachten Voraussetzung 
zu einander apolar, wie leicht zu erkennen ist, wenn die erstere als eine 
F', die letztere als eine &’ aufgefasst wird. 

7. Sind die Gleichungen von F” und &*, wie üblich, nach Potenzen 
von z, y, 3 resp. a, P, y, p entwickelt, also etwa in der Form gegeben: 

C\ n! 
F"/xz,y,2) = \ 1... et, 


g!r!sit! ° 


g,r,8 t 
und 
n! 


iy(—-p‘=(, 


i . :(A i 
gir!sii! 9 


\ 
p' \d&, ß, 7> P; == \ 


g,7 8.8 


so haben wir zu setzen: 


2,4 st’ 


- ars __ a % Mr Fa 
Zu,e/ß; y(—Pp) = Ars: und = mx! y; 2; = 


Die Bedingung, unter welcher F* und &” zu einander apolar sind, d.h. 
die Gleichung: 
ZZ mu, (a,04 By +7,2.—p)" = 0 


geht demnach über in die folgende: 


n! 


Y 
\ g!r!stt! Ayraı Ouras vr. 0. 


yrs,t 
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In dieser Gleichung erstreckt sich die Summation N über alle Gruppen von 
k 


je vier positiven ganzen Zahlen g, r, s, t (die Null eingerechnet), deren 
Summe gleich » ist; ausserdem ist g!=1.2.3...(g—1).g zu setzen. 
8. Es seien: 
F"(z,y,2) = = u,.(a,0+ B,y+y,3—p)” = I 

und 

P* (a, ß,y,p) = Em..(an,+ By, +y3,—p)' =) 
die Gleichungen einer F” und einer &. Dann heisst für k =» die Fläche 
&* apolar zu F”, wenn für alle Werthe von x, y, 3 die Gleichung: 


22 um (or +ß;y +95 — pP). (ot ß,y+Y3-p)"" = 0, 
rar 


worin a— k, identisch erfüllt ist (4.); wo nicht, so repräsentirt diese 
Grleichung die Polare von &* in Bezug auf F”. 

Ist k—.n, so wollen wir sagen, & sei apolar zu F”, wenn für alle 
Werthe von «, ß, y, p die Gleichung: 


\kn 


SE u,m,(0,2,+ ß,y;+Y,3 —p,)”. (er, +Py,+y2—p) = 0, 


worin » —. k, identisch erfüllt ist. Diese Gleichung repräsentirt, wenn sie 
nicht identisch erfüllt ist, die Polare von F” in Bezug auf &'. 

Fügen wir diesen Definitionen der zu F” apolaren #$* die reeiproken 
Definitionen hinzu (vgl. a. a. O. S. 104), so ergiebt sich der Satz: 

Wenn eine &* für k=n apolar ist zu einer F", so ist auch umge- 
kehrt F" apolar zu &'. Die Beziehungen der beiden Flächen sind wechsel- 
seitige, oder die Flächen sind apolar zu einander. 

Damit die Flächen &* und F” zu einander apolar seien, müssen ihre 
Parameter N(a—k)+1 oder N(k—n)+1 Bedingungsgleichungen genügen, 
jenachdem » — A oder nk ist. 


$S.3. Reciproke Transformation von zwei zu einander apolaren Flächen. 


9. Wenn zwei Räume > und Z, reeiprok auf einander bezogen 
sind, sodass jedem Punkte P von & eine Ebene z, von &,, jeder geraden 
Punktreihe g von F ein Ebenenbüschel erster Ordnung g, von &,, also 
auch jeder Ebene von F& ein Punkt von &, entspricht, so muss auch jeder 
Fläche „ter Ordnung F” oder Ater Classe &* von Z& eine Fläche nter Classe 
&b! resp. kter Ordnung FÜ 


\ in 3, entsprechen. Wir wollen nun zeigen, dass 
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die Flächen 2} und F; zu einander apolar sind, wenn dasselbe von den 
entsprechenden beiden Flächen F* und #&* gilt. Wir dürfen uns bei diesem 
Beweise auf den Fall k=n» beschränken; denn auf diesen sind die übrigen 
Fälle k<n und k>n zurückgeführt durch (5.) und den zu (5., reei- 
proken $Matz: 

Eine Fläche n!® Ordnung F" ist für n<-k apolar zu der Fläche kr 
Classe &', wenn sie mit jeder beliebigen F*” eine zu P* apolare F* bildet. 

Um die beiden Räume reciprok auf einander zu beziehen, können 
wir in dem einen fünf Punkte beliebig annehmen und denselben fünf will- 
kürlich angenommene Ebenen des anderen beziehungsweise als entsprechende 
zuweisen. Wenn von den fünf Punkten keine vier in einer Ebene liegen 
und von den fünf Ebenen keine vier durch einen Punkt gehen, so ist 
dadurch die reciproke Verwandtschaft der beiden Räume und ihrer ent- 
sprechenden Flächen völlig bestimmt. Zu dem einfachsten analytischen 
Ausdrucke für diese reciproke Beziehung führt uns die folgende rein geome- 
trische Erörterung. 

10. In jedem der beiden reciproken Räume & und 3, giebt es 
einen Punkt, dessen entsprechende Ebene unendlich fern liegt und welcher 
der Mittelpunkt des Raumes heissen soll; die Mittelpunkte der beiden Räume 
liegen nur in einem sehr speciellen Falle, den wir vorläufig ausschliessen 
wollen, selbst unendlich fern. Jeder durch den Mittelpunkt von I gehenden 
(reraden oder Ebene entspricht in 3, eine unendlich ferne Gerade resp. ein 
unendlich ferner Punkt, wodurch zugleich eine durch den Mittelpunkt von 
2, gehende KEbene resp. Gerade festgelegt ist. Und wenn auf diese Art 
einer jeden durch den Mittelpunkt M von F& gehenden Geraden (oder Ebene) 
diejenige durch den Mittelpunkt M, von &, gehende Ebene (resp. Gerade) 
zugewiesen wird, welche den entsprechenden unendlich fernen Strahl (resp. 
Punkt) enthält, so sind die Strahlenbündel M und M, reciprok auf ein- 
ander bezogen. 

Wir wollen nun in dem Bündel M jedem Strahle die zu ihm recht- 
winklige Ebene zuordnen, sodass dieser Bündel zu einem polaren Strahlen- 
bündel und zwar speciell zu einem rechtwinkligen wird. Wegen der reci- 
proken Beziehung von M und M, ist dann auch jeder Ebene von M, ein 
bestimmter Strahl von M, zugeordnet, und auch M, wird zu einem polaren 
Strahlenbündel, wenn auch im Allgemeinen nicht zu einem rechtwinkligen. 
Bekanntlich aber hat jeder polare Strahlenbündel drei Hauptaxen, die auf 
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einander senkrecht stehen. und deren Verbindungsebenen drei Symmetrie- 
ebenen des polaren Strahlenbündels und seiner Ordnungsfläche sind; und 
zwar ist jeder Hauptaxe die zu ihr senkreehte Symmetrieebene zugeordnet. 
Jeder Hauptaxe von M, und der zu ihr senkrechten Symmetrieebene ent- 
spricht aber in dem rechtwinkligen Bündel M eine Ebene und der zu ihr 
senkrechte Strahl, woraus folgt, dass den drei zu einander rechtwinkligen 
Hauptaxen von M, drei zu einander rechtwinklige Ebenen von M ent- 
sprechen. und den Verbindungsebenen der ersteren die Schnittlinien der 
letzteren. 

Erinnern wir uns nun, dass jeder durch M gehenden Ebene von & 
derjenige unendlich ferne Punkt in 3, entspricht, welcher auf dem ihr ent- 
sprechenden Strahle von M, enthalten ist, so ergiebt sich ohne Weiteres 
der >Natz: 

In zwei reciproken Räumen Z und Z,, deren Mittelpunkte M und M, 
nicht unendlich fern liegen, können zwei rechtwinklige Dreikante so bestimmt 
werden, dass den drei Ebenen eines jeden derselben die drei unendlich fernen 
Kantenpunkte des andern beziehungsweise entsprechen. Die Mittelpunkte dieser 
beiden Dreikante fallen mit M und M, zusammen. 

Zugleich folgt aus der Beweisführung, dass im Allgemeinen nur ein 
einziges Paar von rechtwinkligen Dreikanten. die auf die angegebene Art 
einander in den reeiproken Räumen entsprechen, existirt *). 

11. Den einfachsten analytischen Ausdruck für die reciproke Ver- 
wandtschaft der Räume F und 8, erhalten wir nun, wenn wir die Kanten 


*) Durch die Construction der beiden rechtwinkligen Dreikante erledigt sich 
beiläufig auch das kürzlich von Herrn Schröter aufgestellte Problem: 

„Zwei reciproke Räume in involutorische Lage zu bringen, sodass sie ein räum- 
liches Polarsystem bilden.“ 

Ergänzt man nämlich die rechtwinkligen Dreikante durch die unendlich ferne 
Ebene zu zwei (uneigentlichen) Tetraädern, und bringt man diese so zur Deckung, 
dass M und M, zusammenfallen und zugleich jede Kante des einen Dreikantes auf der 
ihr entsprechenden Ebene des andern normal steht, so gelangen die Räume in invo- 
lutorische Lage. Denn jedem Eckpunkte des Tetraäders entspricht alsdann seine 
segenfläche in doppelter Weise. Die Schrötersche Aufgabe hat demnach im Allge- 
meinen vier Lösungen. 

Liegen die Punkte M und M,, welchen in den reeiproken Räumen unendlich 
ferne Ebenen entsprechen, selbst unendlich fern, tritt also der vorhin ausgeschlossene 
Speecialtall ein, so hat die Schrötersche Aufgabe im Allgemeinen keine Lösung. Viel- 
mehr ist in diesem Falle noch eine Bedingung zu erfüllen, damit die reeiproken Räume 
ein gewöhnliches Polarsystem, und sogar zwei Bedingungen, damit sie ein Nullsystem 
zu bilden geeignet werden. 














dies 
(oq 
Die 
wäl 
von 
nan 


Fihe 
wir 
(0, 
ent: 
den 
sch: 


Fbe 


des 


auf 


Wwoi 


ein 


terı 
we! 
wei 
der 
d. | 
Eh 
M.. 
sin 
voI 
Fo 
Be 
dur 

















Reye, apolare algebraische Flächen. 169 





dieser beiden reehtwinkligen Dreikante als Axen von zwei orthoronalen 
Coordinatensystemen annehmen, auf welche wir die Räume einzeln beziehen. 
Die Bezeichnung MX, MY, MZ resp. M,X,. M,Y,. M,Z, dieser Axen 
wählen wir so, dass dem unendlich fernen Punkte von jeder derselben (z. B. 
von MX) diejenige Ebene (M,Y,Z,) entspricht, welche auf der gleich- 
namigen Axe (M,X,) normal steht. 

Jedem Punkte (z,y,z) des Raumes > entspricht nun in 3, eine 
Ebene, deren Normaleoordinaten in Bezug auf die Axen M,X,. M,Y,. M,Z, 
wir mit @', P', y', p' bezeichnen wollen: und wenn (z,y,3) eine Ebene 
(@,ß,y,p) von 2 durchläuft, so dreht sich die Ebene («', 9',y',p') um den 
entsprechenden Punkt (z', y', 2’) von &,.. Die T'ransformationsformeln. welche 
den Uebergang von z, y, z zu oe, P', y', p’ vermitteln, müssen also so be- 
schaffen sein, dass durch sie die Punktgleichung er+Py+yz—-p= einer 
Fbene (a, ,y,p) von Z übergeht in die Tangentialgleichung 

ec +Py+yz—p' = 0 
des entsprechenden Punktes r', y', 2’) von &,: sie müssen folglich in Bezug 
auf x, y, z und oe‘, P', y', p vom ersten Grade sein. Man findet leicht, 
dass sie sich vereinigen lassen zu der Proportion: 


4 > „’ 


1) az:by:cz:d=«:f:y:p, worin e”+ß 


Ar 


2 I. 
woraus durch Einsetzung von x, y, 3 in die Gleichung ee +Py+ys—p= (0 
einer Ebene (eo, ,y,p) sofort folgt: 

(2) a:ß:y:p=ar:by::cz:d, worin +P+y=1. 

In der That sagt jede dieser Formeln aus, dass dem unendlich 
fernen Punkte jeder Coordinatenaxe diejenige Coordinatenebene entspricht. 
welche auf der gleichnamigen Axe senkrecht ist. Denn z.B. für r— x 
werden 9’, y' und p' Null und «@ = +1, d. h. dem unendlich fernen Punkte 
der Axe MX entspricht die Ebene M,Y,Z,: für 2=0 dagegen wird e' — 0, 
d.h. jedem Punkte der Ebene MYZ entspricht eine zur Axe M,X, parallele 
Ebene und folglich der Ebene MYZ selbst der unendlich ferne Punkt von 
M,X,. — Die Constanten a, b, c, d der T'ransformationsformeln (1.) und (2. 
sind so zu wählen, dass einem beliebig anzunehmenden Punkte (r,, y,, 3;) 
von Z die ihm in $&, entsprechende Ebene («;, ;,y;,p;) auch durch jene 
Formeln zugewiesen wird; sie sind dadurch bis auf einen nicht weiter in 
Betracht kommenden gemeinschaftlichen Factor bestimmt. Weil alsdann 
durch die Formeln (1.) und (2.) fünf Punkten von & die ihnen entsprechenden 
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Ebenen von Z, zugewiesen sind (denn dem Punkte M von & ist durch (1.) 
die unendlich ferne Ebene p = x von &, zugewiesen), so sind jene Formeln 
der getreue Ausdruck der reeiproken Beziehung beider Räume (9.). 

12. Durch die reeiproke Transformation, welche durch die Formeln 
(1.) und (2.) repräsentirt wird, verwandelt sich nun die Gleichung: 


Pa, P, 7> P) == Zm;(a 2 +Py +73: —p)" —( 
der »!°2 Nulllläche &" eines Massensystemes in die Gleichung: 
(a, y,2)= = u;(e; 2 + Aiy'+Y;3’— pi)" = 0 


der „!e® Nullfläche F} eines Systemes von Ebenenwerthen. Und zwar ent- 
sprechen die einzelnen Ebenen («;, ;,7;,p;) dieses Werthensystemes den 
Punkten (z,, y;,2;) des Massensystemes, und die ihnen beizulegenden Werthe 
«, sind aus der Masse m; und den Coordinaten der ihnen entsprechenden 
Massenpunkte zu berechnen nach der Formel: 


3)  w=m;:(p})' = [ee nt mad ar 
Ebenso verwandelt sich die Gleichung einer Fläche zter Ordnung F”: 
F'(z,y,2) = = u,(e,c+P,Y +7;3—p))" = 
in diejenige einer Fläche &7 ter Classe, nämlich in: 
Pile, A, P)EEm(lln+Py+tr—p)"=0, 
wenn vesetzt wird: 
(4) m = u,.p). 
Die dem Punkte (x,,y;,3;) beizulegende Masse m; ist also gleichzusetzen 
dem z!*? Momente des Werthes «u, seiner entsprechenden Ebene («,, ß,, 7;, p;) 
ın Bezug auf den Mittelpunkt des Raumes >. 


Das Massensystem, von welchem &” die »t* Nullfläche ist, hat in 
Bezug auf die Fläche F” das Moment: 
=m,.F"(z,,y;, 3) = ZSZm.u,. (2,4 P,y+Y,3—Pp)" = F2&m,.ur;; 
q J q J 


d 


dasselbe geht durch die Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) über in 


a) ei; p A ’ y! N a En 12) = ! - N f f n f 
== m;u,(), (+ Py +72 —Pp)"= < - um;t,; = zu; Bi (e,P,Y:> Pi); 


ist also gleich dem Moment des Werthensystemes, von welchem F7 die 
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n‘® Nullfläche ist, in Bezug auf die Fläche &7. Ist das erstere Moment 
Null, so verschwindet auch das letztere, oder: 

Sind die Flächen $" und F" zu einander apolar, so gilt dasselbe von 
den Flächen F} und $P\, in welche sich jene durch die reciproke Transfor- 
mation verwandeln. 

13. Wie schon oben (9.) bemerkt wurde, lässt sich dieser Satz sofort 
auch auf zwei Flächen 2° und F” (von der Ulasse k resp. Ordnung ») aus- 
dehnen, die zu einander apolar sind. Da wir nun zwei Räume in der all- 
semeinsten Weise collinear auf einander beziehen können, indem wir sie 
auf einen und denselben dritten Raum reciprok beziehen, so werden die 
gegenseitigen Relationen von zwei zu einander apolaren Flächen auch durch 
collineare 'Transformationen der Flächen nieht geändert. Daraus folgt aber. 
dass der obige Satz auch gilt für den speciellen Fall der reeiproken Trans- 
formation, den wir oben (10.) ausgeschlossen haben; denn dieser Fall von 
zwei reciproken Räumen, deren Mittelpunkte unendlich fern liegen, wird auf 
den allgemeinen Fall zurückgeführt, indem man den einen Raum dureh 
einen zu ihm collinearen ersetzt. Demnach gilt ganz allgemein der Satz: 

Durch eine collineare oder reciproke Transformation gehen zwei zu 
einander apolare Flächen allemal in zwei ebenfalls zu einander apolare Flächen 
über: die gegenseitigen Beziehungen apolarer Flächen sind also invariant. 

14. Wir fanden oben (3.), dass eine Fläche Ater Classe mit jedem 
(n—k)-fach gezählten Punkte ihrer Polare bezüglich einer Fläche »te Ordnung 
eine zu der letzteren apolare Fläche n!er Classe bilde. Weil nun die 
gegenseitigen Beziehungen apolarer Flächen invariant sind, so ergiebt sieh: 

Die gegenseitigen Beziehungen einer Fläche n'” Ordnung, einer Fläche 
k'er Classe und der Polare der einen dieser beiden Flächen in Bezug auf die 
andere bleiben ungeändert, wenn die drei Flächen eine collineare, und gehen 
lediglich in die reciproken Beziehungen über, wenn sie eine reciproke Trans- 
formation erfahren. 


$. 4. Neue Invarianten und Covarianten algebraischer Formen. 

15. Damit für k<n eine Fläche Ater Classe zu einer gegebenen Fläche 
ne Ordnung apolar wird, müssen ihre N(k) Parameter nicht weniger als 
N(a—k)-+1 für sie linearen Bedingungsgleichungen genügen; im Allgemeinen 
existiren deshalb solche zu der F” apolare &' nur dann, wenn k>n—k 
22” 
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oder 2k >n ist. Giebt es aber zu einer F* auch für 2k <{n eine apolare | 
$', so ergeben sich durch Elimination der N(k) Parameter von &* aus jenen 


RE ET 





ae din soleie ı# met 
linearen Bedingungsgleichungen '# 
E apo 
Tr \ T/ \ r n—k | pP 
N(n—-k\-N'k)+1 oder AN +2 | 
’ n — 2k | 
neue Gleichungen zwischen den Nr) Parametern der Fläche F” „ter Ord- ' 
Y . . . Er .. une 
nung. Und weil alsdann auch jede zu F” collineare oder reeiproke Fläche 
eine zu ihr apolare &} respective F} besitzt, so bleiben diese Gleichungen 
bestehen, wenn in ihnen die Parameter der F” ersetzt werden durch die- vep 
jenigen eimer zu F” collinearen oder reciproken Fläche. Das System dieser F 
/ N e -k \ f > Y . . . . “ D 
N ——5r)+2 Gleichungen besitzt also die Invarianteneigenschaft. 
\ n —— 4 « 
16. 2. B. zu einer Fläche dritter Ordnung, in deren Gleichung: 
erfi 
= u,(@,2+P,y+7,2—P,) = 08 | Po! 
wir die 
Y q Ar „,S Bi ER . 
zu 0 P;Y; P;) in U, rs. en 
j J 
setzen wollen, giebt es eine apolare Fläche erster Ulasse: auf 
Ä ZW: 
es +Pyı+Y2,—p = 0, ; 
| die 
wenn für alle Werthe von x, y, z die Gleichung: | 
y / x A a ’ f LP g_La 1° m 
zZu[(l0o,0 +P,yı+Y3—p).(sse+Py+rY3—-p) = 0 aus 
identisch erfüllt ist. Die Fläche redueirt sich in diesem Falle auf eine e 
Kegelfläche dritter Ordnung mit dem Mittelpunkte (z,.y,,3,). Jene Glei- ve 
chung nun zerfällt in zehn Gleichungen, und durch Elimination von z,, \ da 
Y.. 3, erhalten wir daraus sieben Gleichungen für die a,,.., welche zu- dat 
sammengefasst werden können in der Formel: ein 
Az) LLFERT du d w2 Um d; IV U,un U .mı dyımı Ay 
ein 
Azım Aus Ayo An Anrın Arno Am Arm Mon Ami) 
= VW). een 
Ay Arm Ayo Amı2 Anz Aumo Arm Ayonı An um 
we 


Az Ay Aanı As An ron Arıoı Arooa Ay Anz | 
Diese Formel also drückt aus, dass die Gleichung: 

ı 1.2.3 EDGE u 

( "A,rr X %Y 3 ze “ wol ın g+ ] j 5 + — oe 5 


I q!r!s!t! 


a,r,s,Lt 


eine Kegelfläche dritter Ordnung repräsentirt. fo] 























17. 


E: 
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. r n 
Ist » eine gerade Zahl und k = 5: 
meter der Fläche F” oder F” einer Bedingung genügen, damit 
apolare &’ existire. Nämlich die Gleichungen 


eine zu F 
Su(o,e+P;y+y,3—p)" = V von F” 
und 
Sm/(ox,+Py+yz—p" =0 von # 
z, y, z die Gleichung: 


SZ um;(o,c+P,y;+Y 
erfüllt ist: 


repräsentiren zwei zu einander apolare Flächen, wenn für alle Werthe von 
f j* 


3; —p,. (aa +Py+Y3—p) = 0 
zerlegen wir aber diese Gleichung durch Entwickelung nach 
Potenzen von z, y, z in N(k)+1 andere und eliminiren sodann aus diesen 


die N(k)+1 Coefficienten Em,x’yiz) der Gleichung von $&*, so erhalten wir 
jene eine Bedingungsgleichung für die Parameter der F 
aufzustellende 


*, Diese sehr leicht 
jedineungsgleichung ergiebt sich in der Form J,=0, und 
zwar ist J, eine symmetrische, (N(k)+1)-zeilige Determinante, deren Elemente 
die Coeffiecienten der Gleichung von F” sind. 
18. 


Setzen wir ganz ebenso wie J,, eine Determinante J,, zusammen 
aus den Coeffiecienten einer anderen Gleichung. welche aus derjenigen von 


verschwindet J,, nur dann. wenn J,, verschwindet. und J; 


F" durch eine collineare oder reciproke Transformation sich ergiebt, so 
J., = 0 ist: denn eine zu F” eollineart 


nur dann. 


wenn 
er reeiproke Fläche besitzt nu 


are od 
dann eine apolare Fläche A'er Classe respective kter Ordnung, wenn zu J 
eine apolare &" existirt. Daraus folgt: 


Die Determinante J;,, deren Verschwinden die Bedingung ist zu 


einer Fläche F" 2kter Ordnung eine apolare Fläche kr ÜClasse existirt, ist 


st, dass 
eine absolute Invariante der quaternären Form ZZ u/(ac+P,y+y2—pw 
welche gleich Null gesetzt die F" repräsentirt (für w — 
19. 


1) 
Wir erhalten z. B. für 2%=4, wenn wir zur Abkürzung setzen: 


4.2.3584 

x [ / N | A „\+ . 
<= u,(o,c+P,y+ y3—pw) = Te Ds 
J N q!r!s!t! 


vu ySsWw, 
gır,s,t 
folgende Invariante dieser quaternären biquadratischen Form: 











so miissen die N(2k)\ Para- 
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Az 
Ara 
Az 
Azını 
Oz 
Aızıo 
A201 
A120 


Ayımı 


d,102 


Az 
Arm 
Az 


Az 


A ,u3u 


Auoaı 


A012 


Az 


Az 
A ,z00 


Aa 


» Ay 


A un 


Oz10 


A202 


Az 
Az 
A, 
Ay 


O0 


Ay 


a, 301 


Az 
Ol 202 
Ayızı 


A112 


d,103 


Az 
du 


Gozo 


» Ayaı 


A ynau 
A130 
Auıaı 
TEN) 


Oyızı 


Ayı22 


um 12 
Ayozı 
Au? 


O3 


Ayo 
A,un | 


Aıı2 





2 Aus | 


Az 


una 


Verschwindet dieselbe, so existirt zu der Fläche F*, welche durch die 
quaternäre Form repräsentirt wird, eine apolare &’, und die Form ist dar- 
stellbar als Summe von neun Biquadraten (vgl. a. a. 0. p. 129). — Ebenso 
erhalten wir für 2%=2 die bekannte Invariante 


Au A Az Aa 


a, An Ay; (bsy 
J; 1 | 
Azı An Az; Az 
Ay Ap Ay A; 
R| > \ 
der quadratischen Form: 
F’(x,y,2,0) = 4,2 +4»Yy +0,23 +a„w + 2a,2y + 20,224 + 2a;,2W. 


Wenn diese Invariante verschwindet, so existirt zu der F? eine apolare &', 
und F? ist eine Kegelfläche zweiter Ordnung: zugleich kann in diesem Falle 
die quaternäre Form F’(r,y,2,w) als Summe von drei Quadraten dar- 
gestellt werden. 

20. Aus der Invariante J, der quadratischen Form ergiebt sich be- 
kanntlich die Hessesche Funetionaldeterminante einer quaternären Form 
F’(x,y,2,w) nten Grades, wenn man die Elemente a, durch die zweiten 
Differentialquotienten der Form ersetzt. Ganz ebenso erhält man für 2k <n 
aus der Invariante J,, eine Covariante der Form F”(z, y, z, w), wenn man 
die Elemente «,,,, der Invariante durch die 24 (=gq-+r+s+-tte% Differen- 


O*F”(x,y, 2, w x s ) 
tialquotienten — 9%) der Form ersetzt. Diese Covariante ist vom 
Grade: 


dx Oy' 02° oOw! 


(n—2k)Ck-+1)(k-+-2)(k-+-3) 
Ali "3.8 
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in Bezug auf die Variablen x, y, 2, w. Sie repräsentirt den geometrischen 
Ort eines Punktes, zu dessen (» —2k)ten Polare bezüglich der Fläche F" 
nter Ordnung eine apolare Fläche kter Classe existirt. 

Für eine Fläche fünfter Ordnung ergiebt sich auf diese Weise aus 
J, eine covarlante Fläche zehnter Ordnung, während ihre Hessesche Fläche 


vom zwölften Grade ist. 
Strassburg i./E., 14. Juli 1874. 
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New Demonstration of the Reduction of Hyperelliptie 


Integrals to the Normal Form. 
(By John €. Malet. Trinity-College Dublin.) 


M. Richelot has given a demonstration of the following theorem in 
this Journal vol. XII page 181. „Let R(x) denote any rational algebraie 
function of x and 


X = (0-2)@-2)(2-2)..(0-a 


\ 
r ’ 
2m/ 


where 2. 2. 23, ... 2, are real quantities positive or negative, then 
the integral 
R(z)dr 
yX 
between whatever limits we integrate, may always be reduced by rational 
substitutions to forms similar to 


SF (sin’O) dd 
Aa 3, 9) ’ 


Ay-3(k,0, = yl-k'sin’4)(1—kisin9)... 1—K, 


J m 


where 

sn), 

9 being a real angle and A, A. ... %,,_, real positive quantities each less 
than unity.“ 

In the present memoir I propose to show that this reduetion may 
always be etfeeted by four substitutions, which by their union and repetition 
lead to the required result. 

If in the integral to be reduced we make the substitution 

1, Dr 2,(2,2,) 2, (2, — 2,)sin' 0 
uk —T,-- (2, — x,)sin’O 


we find the relation 


afr@de _ f RGin’0) 
TE OS Ans’ 


where 


A - |— (3 —%,) (2 — T;) ... (2, 2) 








and 


in 


we 
rem 
mal 


dep 


and 


No 


an 
on 















Malet, hyperelliptic integrals reduced to the normal form. 


nf \ ’ \ \ 
ER 2 (2, — %,)(2,—%,) Bu 2 —2,)8— T,) 
a EN De un zo 
—n (2 —2,),2,—%,) . (2, —2,)(2,—2,) 
kr 2 w, EL T; 162 r Com) 4 


(2, —2,)(2,— Zam. 
If now 
2, > 2 > Ir: > Doms 
we see that the moduli are all real quantities less than unity, and it only 
remains to show that through whatever limits we take sin’#, we can always 
make the integral 
"R(sin?0) do 

I Am-s3(k, 0) 

depend on similar integrals in which the amplitudes are real angles. 
Let sid = y and 


Anslh,y) = yyil-y)il-Ay)i—ky).. Ang), 
and the integral we are considering becomes 


'f Rondy 


D) 


FI Am (k, y) 


Now cal! this integral 


as y ranges between the limits —x and 0 MA. 
2 e . . ; 0 and 1. J. 
1 
i . . . 1 and PR J;, 
1 1 
uch x ; - - r and Ja. 
1 1 
a Ri . n - k: and u: Ir 


and it now remains to prove that J. JA. Jul... Ja, can be made to depend 
on integrals of the form J.. 

I suppose the moduli arranged in order of magnitude k being the 
greatest; and by R(z) I denote merely a rational function of z, not ne- 
cessarily the same funetion in each case. 

Let 

(2) y= a or sind = aan 
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and we see that by this substitution we make the integral 


° K(sin’ 0) d6 
A 2m—)3 (k, 0) 





depend on integrals of the form 


"R(sin’p)dy 
A 2m—3 (A, 9) 





the new moduli being 


kam kr 4 k: ın—4 kam 


kan -5 ’ kom—6 ? te k I k ’ Zm—4 


l 








which I eall 


h, kn, er Pi Di Arum-63 Äym-5: Am} 
which are arranged in order of magnitude. 


Now 
while sin’6 lies between +0 and Pr sin’g lies between 0 and 1, 
2ın—4 
- sm - - ie in’ - 1 and 
u BR AR wu A 


and generally 


. u 1 1 h ’ 1 
while sin’6 lies between — and ——, sin’p lies between — —— and — 
k, k)—ı Ming Bin ut 


Hence it is seen at once that by substitution (2.) 
J;. can be made to depend on the form JR, 


J;,. 1 7 u i 5 ’ ” £ 5 J;, 
and generally 


J, can be made to depend on the form J.42_. 


Now by the substitution 


the integral 


CL 2 
Aam-3 (k, y) 


is made to depend on an integral of the form 


where 


Z = s(3—a)(s- nl ae 
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; ae ee a are du, 
„IH TERN RAR TERN 
| Me 
| 1-8 I1-RB8 1-2 IRB"? 
and it is known from (1.) that the integral 
"R(z)dz 
yZ 
becomes of the form 
"R(sin’ Y)dyp 
Amı _ (u, p) ' 
where 
RE RR. 
- > on BN1— MA 2 If 
. us 0 "er 
1-3 Ser I—R 2 
& 
, _ MP Eu: =e) k? 
Fr 1: anne —— | nt 
(4= [77 )(- - €) 1— k! u 
1-8 1-89 IR B 


Now since 


EURE... TIEFER... z.B 
°= 7 Ay A Bein?’ 
we easily find 
BR A— k?) — 1—k’)sin’p 
\ N * — 2 a u 
3) nd = dr —Rd—Nein'g’ 
by which substitution therefore the integral 


" R(sin’9) dO 
Aom- ;(k, 0) 


is made to depend on an integral of the form 


"R(sin’g)dop 
An 3(4, P) 
where 
ee PM. BE Bann... 
| Pa, AcHr SS MI TF IST 
| Now as 


k, p—1 Mm—2—p 
. % 
23 












r 1 1 u 1 
sin’® ranges from t0 —;— , sin’p ranges from —.—— to 
2m— 





180 Malet, hyperelliptic integrals reduced to Ihe normal form. 


- 


substitution (2.) we made J,;2_, depend on J,, therefore by uniting substitutions 
\ 


(2.) and (3.) we make J,,, depend on J,; and the theorem is completely proved 
if we show that J, and J, can be made to depend on J,; now by this last 


Hence by this substitution J,,, can be made to depend on J.42-,;5 but by 


En 


1 . 2 » 
ji; Sin“p ranges from 1 to 0. Hence 


by this substitution J is at once reduced to the form J,, and it is evident 
that the substitution 


substitution as sin’# ranges from 1 to 


(4) —-sn’0 = tan’z, 





bv which each modulus is changed to its complement, reduces the form J, 
to Jı; hence J, ean always be reduced to J, by means of union or repetition 
of substitutions (2.), (3.). (4). | 


To sum up 


J,.; depends on J,.,._, and J, on J.. 


u . 
The new amplitude g and moduli u, u,,.... 4,,_, being given by eqnations 
following, viz. 

1—h? 1— k’sin?O 

1—k* 1—k}sin’0’ 

| ER ni u IE Ei IE A 

u _ — 


nn RT Er HF TEF IE, 


\ sing = 
“A. 


‚_, depends on J,, the new amplitude » and moduli A, 
kız Ay 22. An... being given by the equations 


Now this new Jana 


1 
1 2 — + Al 2 
sin’w = —.— cosee’g, 
B N 2m—4# 
. Zm—4 . M2 ,n—4 . WM, + - 
aa Arm r a. = R A=- ut ’ = ’ 
1 ji ; 2m—+ 2m —4 
2m—5 M2m—6 Urm-5—p 


Hence J,;, is reduced to the form J, where the new amplitude and moduli 
are given by the equations 

k—k, A—k,sin’6 

k®—k2 1— k’sin’6’ 
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Writing down also the formulae 
(©)  sim’4-Htan?g = 0, 


x, (2, —2,)— 2, (z, —z,)sin?O 
x, — 2,— (2, —z,)sin’ 0 


D) »= 


we see that in every case the four formulae (A.), (B.), (C.), (D.) being 
united and repeated are sufficient to effect the reduetion of the integral 
hund 
. yX 
to the normal form of hyperelliptie integrals. 


Trinity College Dublin. June 29, 1874. 
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Ueber die Multiplicationsregel für zwei 
unendliche Reihen. 


(Von Herrn F. Mertens in Krakau.) 


2 2 gi u Se 
2 ee r ws 6; 


Oauchy ”) und Abdel**) haben eine Multiplicationsregel für zwei 
convergente unendliche Reihen 


(1) ww. U, 
a) u. u 8 


aufgestellt, nach welcher 


wur t+r)o tt tt) = wm tm tt 


ist, wenn die Reihen 
moda,, mod, mod, 


mode,. mode,. modp»,. 


convergiren und 


U,®,, pass: Wi. 
WCı FU0%, = W,. 
U, + U0ı + md, = W, 
allgemein 
U,d, + ud, _, ++ 9,0 — nD; 


gesetzt wird. 

Dieser Satz lässt sich erweitern und behält auch dann noch seine 
Gültigkeit, wenn nur eine der Reihen (1.), (2.), z. B. die erste, so beschaffen 
ist, dass die analytischen Moduln ihrer Glieder eine convergente Reihe bilden. 


—— nt $ 


*) Cours d’analyse algebrique. 
**) Oeuvres completes. Tome 1° VI. 
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= Um dies zu beweisen, reicht es hin, eine Grenze W% der Art anzu- 
ı En . .. . . Ä| ı . 
E geben, dass für jeden über W hinaus liegenden Stellenzeiger » die analy- 
tischen Moduln der Unterschiede 
; I;, = @ tw, ++ %., — (w+a+'+u,)(00+ 0 +++®,). 
Ay = WtWw + +04 ta 4+ +41) ln t+9ı+ + 0,) 
eine Grösse & von vorgeschriebener Kleinheit nieht zu erreichen vermögen. 
Man findet zunächst identisch 
4S,, == u,(o, } rt ©.42+ tt Tr ©2n) + u, (O41+ ©n+271 er + O1) r 42 7 Un 1 ©, +1 
3 n; u, +1 (do+ + ne: + VÖ, } 1) + U,- 2 (vo+ %+ en. + 0.2) 7 FEAR + Ur, ©). 
| pP ;, —= uU, (©, } rt 9,, + an + ©+1) + u,(o, N un Ü, ‚+ +0) + che + U, 0,41 
+ u, .2(0u+ %+ ia + O,„- l + U. 3(d0t+ %-+ ac + 0.2) + FIR + Ur, } 00» 
Ferner lassen sich, da die Reihen 
moda,. modu,. mod. 
O1, ©, ©, 
als convergent vorausgesetzt werden, zwei Zahlen A und B finden, welche 
für jeden gegebenen Stellenzeiger m die Bedingungen 
moda,+moda, +moda, +: -+modu, < A, 
mod (+ 7 + ©) + Ben + V = B 
erfüllen. 
Dies vorausgeschickt, bestimme man eine Grenze W derart, dass für 
jeden über N hinaus liegenden Stellenzeiger z und einen beliebig gegebenen 
Werth von m 
| er & 
| moda,,, + moda,..—+'+moda,,, < AB 
mod (e,,, 40,424 +o,,.) < -_ 
’ 3 rn A 4 B 
’ wird, was nach der über die Reihen (1.), (2.) gemachten Voraussetzung 


immer möglich ist. Es ist dann nach (3.) für jeden Werth von z, welcher 
>R ist, 
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mod 4, < moda,mod (0,4,+042+ +" +2,,)-moda, mod(e,.,+0,.t-+9,_.)+t-- 
++ modz,_,mode,, 
+ mod, ,, mod (0,+9,+-+0,_,)+moda,mod(o. to. +-- +0, .)+ 
+ +moda,,modo, 
€ 


ee (mod, tmoda,-+---Hmode,_, )+B(moda, , ,+modz,..+--+mod,,) 
<—eE 


u) 


und ebenso 


modA,..ı < e. 
Krakau, im Februar 1874. 
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Anwendungen der Determinantentheorie auf die 
Geometrie des Maasses. 


(Von Herrn @. Frobenius.) 


In Jahre 1868 wurde ich dureh eine von der philosophischen Fa- 
eultät der Berliner Universität gestellte Preisfrage dazu veranlasst. mich 
mit den Anwendungen der Determinantentheorie auf die (reometrie des 
Maasses zu beschäftigen, und ich schrieb damals über diesen Gegen- 
stand einige Abhandlungen. von deren Veröffentlichung ieh bisher dureh 
anderweitige Arbeiten abgehalten war. Inzwischen kam mir die Abhand- 
lung des Herrn Darbouz, Sur les relations entre les groupes de points. 
de cereles et de spheres dans le plan et dans l’espace, (Annales de l’Eeole 
Normale, 2° Serie, Tome I, annee 1872 pag. 323) zu Gesicht, gerade 
während ich dabei war, einen kurzen Abriss aus meinen Untersuchungen 
zasammenzustellen. In dieser fand ieh einen grossen Theil der von mir 
behandelten metrischen Relationen und geometrischen Construetionen auf 
eine sehr elegante und originelle Weise entwiekelt. Während indessen bei 
Herrn Darbour die geometrischen Construetionen mit den metrischen Re- 
lationen in keiner Verbindung stehen, ist es gerade einer der Hauptzwecke 
meiner Arbeit, zu zeigen, wie sich aus wenigen metrischen Beziehungen 
die Auflösungen eomplieirter geometrischer Aufgaben mit der grössten 
Leichtigkeit und Einfachheit ablesen lassen. 


Theils aus diesem Grunde und theils wegen der Schwierigkeit, die- 


jenigen meiner Resultate, welche in jener Abhandiung nieht enthalten sind, 


abgetrennt von den übrigen darzustellen, will ich meine Entwieklungen hier 
im Auszuge mittheilen. 

Da die Relationen, welche in der Ebene bestehen, auf demselben 
Wege gefunden werden, wie die entsprechenden im Raume, so will ieh auf 
sie nicht näher eingehen, dafür aber vor den räumlichen Gebilden die auf 
der Kugeloberfläche betrachten. Ich eitire die dritte Auflage der Deter- 
minantentheorie des Herrn Baltzer mit B. und die Abhandlung des Herrn 
Darboux mit D. 


Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft >. 24 
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I. 
Relationen in Systemen von Kreisen, Punkten und Hauptkreisen 
auf der Kugel. 
S&.1. 

Ein Kreis auf einer Kugel vom Radius 1 hat zwei sphärische Mittel- 
punkte, die Gegenpunkte sind, und vier sphärische Radien, von denen sich 
je zwei demselben Uentrum zugehörige zu 2r ergänzen. Sind Centrum und 
Kadius eines Kreises gegeben, so verstehen wir unter seinem Innern den- 
jenigen der beiden von ihm begrenzten Theile der Kugeloberfläche, auf 
dem sein Uentrum liegt. oder den andern. jenachdem sein Radius kleiner 
oder grösser als ı ist. und unter seinem positiven Drehungssinn den ent- 
vegengesetzten des Zeigers einer Uhr, welche im Innern des Kreises auf 
der Kugelobertläche liegt. Sei F einer der beiden Schnittpunkte von zwei 
sich schneidenden Kreisen, und seien @ und H die Punkte, welche auf den 
beiden Kreisen im positiven Sinne unmittelbar auf F folgen. Geht man 
dann dem festgesetzten Drehungssinne gemäss von der Tangente F@ zur 
Tangente FH über, so beschreibt man den Winkel, den die beiden Kreise 
am Punkte F einschliessen. Nun lehrt die Anschauung, dass die Winkel, 
welche zwei Kreise an ihren beiden Schnitipunkten einschliessen, einander 
zu 2r ergänzen. "Trotzdem können wir von dem Winkel zweier Kreise 
reden, so lange wir nur den Cosinus des Winkels in Betracht ziehen. 
Wenn andere Funetionen des Winkels gebraucht werden. so wollen wir, falls 
die Centralaxe der beiden Kreise gegeben ist. einen ihrer beiden Schnittpunkte, 
z. B. den links von der Centralaxe liegenden, vor dem andern bevorzugen. Ist 
dieser F, und verbindet man ihn mit den Mittelpunkten A und B durch die- 
jenigen Hauptbögen. welche gleich den Radien der beiden Kreise sind, so ist 
der Winkel AFB gleich dem von den beiden Kreisen gebildeten Winkel. 

Wenn daher g der Winkel zweier sich schneidenden Kreise mit den 
Kadien r und s und a ihre Üentralaxe ist, so ist 

1. SINFSINSCOSY = COSa — COST COSS. 
Für den Fall nicht reeller Schnittpunkte oder nicht reeller Kreise wird 
der Winkel % durch diese Gleichung bis auf das Vorzeichen definirt. Ist 
der zweite Kreis ein Hauptkreis. so ist sinrcosgp = cosa, oder wenn p den 
Abstand des Uentrums des Kreises r von dem Hauptkreise bezeichnet, 


sinp 
sinr 


= COS 4 — 
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Der Abstand eines Punktes von einem Hauptkreise ist positiv oder negativ 
zu nehmen, je nachdem der Punkt auf derselben Seite des Hauptkreises 
liegt, wie dessen Pol oder nieht. Ist der erste Kreis ein Punkt und der 
zweite ein Hauptkreis, so ist demnach 

(3.)  limsinreosp = sinp. 

Ist der zweite Kreis ein Punkt. und r die Länge der von ihm an den 


ersten gelegten sphärischen Tangente, so ist cosa = cosrcosr und daher 


/ . . .ıo, T 

(4) limsinscosyg = —2cotrsin 5° 
Sind beide Kreise Punkte und r ihr Abstand. so ist 

 \ . . . 1 

(5.) limsinrsinseosp = —2sin’, 


Die Relationen, welche in Systemen von Kreisen gelten, enthalten daher 
die, welche in Gruppen von Punkten. Kreisen und Hauptkreisen bestehen. 
als specielle Fälle unter sich. 

Zum Coordinatendreieck wählen wir ein dreirechtwinkliges Dreieck, 
dessen erste, zweite und dritte Keke dem positiven Drehungssinne gemäss 
auf einander folgen. Unter den Coordinaten eines Punktes verstehen wir 
die Cosinus seiner sphärischen Abstände von den Ecken des ÜCoordinaten- 


dreiecks. 


8. 2. 


In einem Systeme von fünf Kreisen nenne ich r, den Radius des 


x 
zten Kreises und z,, Y,, 3, die Coordinaten seines Centrums. In einem 
zweiten Systeme bezeichne ich die analogen Grössen mit Strichen. Ist dann 
c,, der Cosinus der Uentralaxe des zte? Kreises im ersten und des Aten im 
zweiten System und g, der Winkel, unter dem sich diese beiden Kreise 
schneiden, so ist 
sin r„sinr, C08@,, = €, — C08r,C08r, = 2,2; 49,9, + 3,3; —eo8r, cosr;. 
Man bilde nun das Produet der beiden identisch verschwindenden Deter- 
minanten 
(0, £, y, 3, cosr\(O,€,y',3,—cosr'). 

Diese Symbole bezeichnen Determinanten, deren Zeilen man erhält, indem 
man den in ihnen vorkommenden Grössen der Reihe nach die Indiees 


1, 2, ... 5 ertheilt. Alsdann erkennt man, dass 


\ 


24. * 
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ist, und dass auch in zwei Systemen von mehr als fünf Kreisen die ana- 
iogen Determinanten verschwinden. Dieselbe Gleichung findet man, indem 
man in der Determinante 


1 co8r, ...  cosr, 
cost, C;; BER Ci; 
COST, C;, er C5; 


welche in Folge der bekannten Relation (B. $. 17, 3) 


7.) RER FR = Ü 


verschwindet, die Elemente der ersten Zeile, mit cosr, multiplieirt, von 
denen der /z+1)!en subtrahirt. 

Haben die vier ersten Kreise des ersten Systems denselben Ortho- 
gonalkreis A, und nimmt man diesen zum letzten Kreise des zweiten Systems, 
so verschwinden in der Determinante (6.) die Elemente der letzten Colonne 
bis auf das letzte, und daher besteht zwischen den Winkeln, in denen vier 
Kreise mit gemeinsamem Potenzeentrum von vier beliebigen andern ge- 
schnitten werden, die Relation 

(5) Z+008pu-..C08 ya =. 
ist R’ der Orthogonalkreis der drei ersten Kreise des zweiten Systems, und 
wird R’ von R rechtwinklig geschnitten, so kann man R’ zum vierten Kreise 
des ersten Systems wählen. Da dann in der Determinante (8.) die Ele- 
mente der letzten Zeile bis auf das letzte verschwinden, so besteht zwischen 


oonalkreise sich recht- 


den Winkeln zweier Systeme von Kreisen, deren Orthog 


winklig schneiden. die Relation 
") Z+ 008,608 95 608, =. 


ie Bedingung, dass R mit R’ einen rechten Winkel bildet, ist erfüllt, wenn 
die Kreise des zweiten Systems dieselbe Potenzlinie haben, weil dann unter 
ihren unzählig vielen Orthogonalkreisen stets einer ist, der R rechtwinklig 
schneidet, ferner wenn die Mittelpunkte der drei Kreise des zweiten Systems 
auf einem Hauptkreise liegen, der durch den Mittelpunkt von R geht, oder 
wenn sich die drei Kreise des zweiten Systems mit R in einem Punkte 
schneiden, oder wenn die sechs Kreise beider Systeme durch einen Punkt 
gehen. Ist das zweite System mit dem ersten identisch, so bleibt nur noch 
der letzte Fall möglich, und daher ist alsdann die Gleichung (9.) die Be- 
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dingung dafür, dass sich die drei Kreise in einem Punkte schneiden. Die 
gewonnenen Resultate lassen sich in dem Satze zusammenfassen: 

Die Determinante, gebildet aus den Üosinus der Winkel, in denen n 
Kreise vor n andern geschnitten werden, verschwindet, wenn n — 4 ist, un- 
bedingt; wenn n=4 ist, falls die vier Kreise des einen Systems dasselbe Po- 
tenzcentrum haben: wenn n — 3 ist, falls sich die Orthogonalkreise der beiden 
Systeme rechtwinklig schneiden. 

Einen speciellen Fall der Formei (9.) will ich gleich hier erwähnen. 
Wenn die drei Kreise des ersten Systems dieselbe Potenzlinie haben, und 
r, und r, wit r, und r, zusammenfallen. r, aber ein beliebiger Kreis ist, der 
die Kreise r,. r,. r, in den Winkeln g,. %,. %, schneidet, so ist 


\ COS (FIT,) COSY, 
cos (nr; r, 1 COS@| = QV, 
cos/r;r,) €os(rzr,) COS; 


wo ır,n) den Winkel der Kreise r, und r, bezeichnet. In dieser Deter- 
minante ist der Coeifieient von €o8Y, 

— (eos r,r,) — C08 (Tr, COS f;r})) — sin({rsr.)sin (r;r, 
weil ganz allgemein (r;r,) = 'rır, + ({r,r,) ist. Lässt man den Factor sin (r,r; 
weg, so erhält man zwischen den Winkeln, in denen drei Kreise mit ge- 
meinsamer Potenzlinie von einem beliebigen vierten geschnitten werden, 
die Beziehung 


10. sın (rzr,)CoSp, + sm {rzr,)C0OSp; + 8m (r,n)CoOSsp =WV. 
A 
Ist %; B. (4; _— 7 . So IST 
j sin{r,r sin(r,r,) 
t COS, 008%, 


in Worten: 

Die Sinus der Winkel, unter denen alle Kreise eines Büschels einen 
unter ihnen schneiden, verhalten sich wie die Cosinus der Winkel, unter denen 
sie einen Orthogonalkreis desselben schneiden. 

Daraus tolet: 

Die Kreise, welche mit einem bestimmten Kreise einen rechten Winkel 
bilden, schneiden die Kreise, welche durch zwei feste Punkte desselben gehen, 
unter Winkeln von proportionaien Üosinus. 


Die Kreise, welche durch zwei feste Punkte eines bestimmten Kreises 
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gehen, schneiden die Kreise, weiche mit diesem Kreise einen rechten Winkel 
bilden, unter Winkeln von proportionalen Co sinus. 
Auf die Umkehrungen dieser Sätze komme ich unten ($. 5) zurück. 
Hier möge noch folgende Bemerkung Platz finden. Sind A, B, C die 
Mittelpunkte der Kreise r,. r,, r,, und ist-F einer ihrer Schnittpunkte, so 
ist in den Dreiecken ACF und BCF 
sin(r,r,) _ sinCAC) a Ar) _ sinlBC), 
sin(ACF) sin(AF) sin(BCF) sin(BF) 
Wenn aber die gemeinschaftliche Centralaxe der betrachteten Kreise stets 
in einerlei Sinn durchlaufen wird, so ist ACF=BCF. Folglieh ist 
sin(r,r,) __ sin(AC) , sin(AF) 
sin(r,r,)  sin(CB) ' sin(FB) ' 
und daher, wenn D der Aehnlichkeitspunkt der beiden Kreise r, und r,; ist, 
sin(r,r,) _ sin(AC) , sin(AD) 
sin(r,r,)  sin(OB) " sin(DB) 
oder mit Anwendung der gewöhnlichen Bezeichnung des Doppelverhältnisses 
cosp, 
COS@, 


(12.) = (ABCD). 
Wir haben also den Satz: 

Das Potenzcentrum aller Kreise, welche zwei gegebene Kreise unter 
Winkeln schneiden, deren Cosinus in einem constanten Verhältniss stehen, theilt, 
verbunden mit dem Aehnlichkeitspunkt der beiden Kreise, ihre Centralaxe nach 
einem Doppelverhältniss, das jenem constanten Verhältnisse gleich. ist. 

Wir knüpfen noch einmal an die Formel (9.) an. Wenn zwischen 
den Winkeln, in denen drei gegebene Kreise von drei anderen Kreisen ge- 
schnitten werden, die Beziehung 

(13.) c08sp, = kı608Yp,+ k,C08p,; 

besteht, in der 4, und %, zwei von z unabhängige Parameter sind, so ist 
Z+C08p1C0SPnCOSY3 = Qd, und daher bildet der Orthogonalkreis R der 
gegebenen Kreise mit dem Orthogonalkreise AR’ der Schnittkreise einen 
rechten Winkel. Lässt man also den dritten Sehnittkreis r, der Bedingung 
(13.) gemäss varliren. so bleibt der Kreis R’ ungeändert, weil er durch die 
Bedingung, die beiden ersten Schnittkreise und den Kreis R rechtwinklig 
zu schneiden, vollständig bestimmt ist. Daraus ergiebt sich der Satz: 

Alle Kreise, welche drei gegebene Kreise unter Winkeln schneiden, 
deren Cosinus dieselben drei linearen Functionen von den Cosinus der Winkel 
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sind, in denen die drei gegebenen Kreise von zwei bestimmten Kreisen ge- 
schnitten werden, haben mit dem Orthogonalkreise der gegebenen Kreise dasselbe 
Potenzcentrum. 


$. 3. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, zu ermitteln, welche Werthe die 

linken Seiten der im vorigen Paragraphen behandelten Gleichungen in dem 

Falle annehmen, dass die Bedingungen, unter denen sie verschwinden, nicht 
erfüllt sind. 

Sind 1, 2 und 3 drei Punkte deren x{° die Coordinaten x,, y,, 3 


u; 


hat. so nenne ich nach eo. Staudts Vorgange den Ausdruck 
m = sin (123) = I + 2,Y: 2; 
den Sinus des sphärischen Dreiecks (123). Sind 1, 2, 3, 4 die Mittelpunkte 
von vier Kreisen, so setze ich 
(14) m, =sin(432), m, = sin(413), m, = sin(421),. m, = sin (123), 

wobei eine dem Möbiusschen „Gesetz der Kanten“ (B. $. 17, 2) analoge 
Regel befolet ist. In einem zweiten System von vier Kreisen bezeichne 
ich die entsprechenden Grössen mit Strichen. Ferner setze ich 

(15.) 7, = Sinr,sinr, 608Q,; = C,;— CO8r,cosr,. 


Alsdann gelangt man durch Multiplication der beiden Determinanten 


(7, Y, 3, COST) = — (M,COST, + M,COST,) 
und 
' ' ' ) 
I, Y 9 3, -cusr) = ‚m, cosr, BER “ M,COS N;) 


zu der Gleichung 


16. Ztr,.t4 = —(m,co8r, +---- Hm, cosr,) m, cost, ++ m,cosr,). 
Dieselbe Formel findet man, indem man die Determinante I+r....r, 
auf die Form 
= coaf, .... con 
cosr, C, a 
COST, Ca ee 


bringt und dann nach den in der ersten Zeile und Colonne stehenden 
Elementen entwickelt (B. $.3, 16 u. $. 16, 2 u. 3). 
Aus der Gleichung (16.) ergiebt sich wieder für zwei Systeme von 
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fünt Kreisen die Relation 


(6.\ z+ N, o.. N; = (). 


Denn diese Determinante fünften Grades ist (B. $. 5. 1) die vierte Wurzel 
aus der Determinante des adjungirten Systems. In letzterer sind aber zu- 
folge der Gleichung (16.) die Elemente von je zwei parallelen Reihen 
proportional, und daher verschwindet sie identisch. 

Um aus der Formel (16.) weitere Folgerungen ziehen zu können, 
missen wir den Ausdruck 

m, C0Sr, + +m,cosr, 

genauer umiersuchen. Wenn die Punkte 1, 2 und 3 auf einem Hauptkreise 
liegen, so ist m, =0. Diesem Hauptkreise ertheilen wir diejenige Richtung, 
in welcher man sich vom Punkte 1 nach dem Punkte 2 bewegen muss, 
wenn man den Punkt 3 nicht passiren will. Durch diese Festsetzung ist 
das Zeichen des Abstandes A des Punktes 4 von dem Hauptkreise bestimmt. 
Die drei Abschnitte, in welche der Hauptkreis durch die Punkte 1. 2 und 3 
getheilt wird, und deren Summe 27 beträgt, nennen wir 

=(323, & = (3l), &= (12). 
Alsdann ist 

m, = Sina,sindh ae 1. 
und daher 

m, C0Sr, ++ +m,cosr, = sinh(sina,cosr, + -- + Sina,cosr,). 

Wenn die Punkte 1, 2 und 3 nicht auf einem Hauptkreise liegen, 
so benutzen wir zur Umformung des betrachteten Ausdrucks die bekannte 
relation (B. $. 17, 3) 

er 8 cm + tem =(, 


in welcher e,. ... e, die Uosinus der Abstände eines beliebigen Punktes von 
den Punkten 1, ... 4 bedeuten. Sind r,. ... r, die von diesem Punkte an 
die Kreise gezogenen Tangenten, 30 ist 
C, = COSr,COST, 
und folglich 
18.)  m,eosr, 08T, + +m,cosr,cost, = VW. 

Ist der willkürliche Punkt das Centrum des Orthogonalkreises der drei 
ersten Kreise, dessen Radius wir mit R, bezeichnen, so st nen =en,=R, 
und daher mit Weglassung des Index 4 


(19)  m,eosr, + +m,cosr, = —msinrtang Rcos(r R), 
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wo (rR) den Winkel der beiden Kreise r und R bezeichnet. Wenn sieh 
R dem Werthe 47 nähert, so wird gleichzeitig tange = x und m=0. Die 
Grenze des eben betrachteten Ausdrucks ist dann, wie oben wezeigt. 
sinh(sina, cosr, ++ sina, cosr,). 
Lassen wir die beiden Kreise r und R zusammenfallen, so ist daher 
(20.) limmtange R = — (sina, cosr, ++ sina,cosr;). 
Wenn von den vier Mittelpunkten keine drei auf einem Hauptkreise 
liegen, so ergiebt sich aus der Gleiehung (19.),. dass der Ausdruck 
(21.) m,sinr,tang R, cos (r,R,) 
denselben Werth hat, wenn man z=1, 2, 3, oder 4 setzt. Da die Be- 
ziehung eines Systems von vier Kreisen zu dem Systeme ihrer vier Ortho- 
eonalkreise eine reciproke ist, so ist, wenn M, in dem Systeme der Ortho- 


S 


sonalkreise dieselbe Bedeutung hat, wie m, in dem Systeme der gegebenen 
Kreise, auch 
22.) M,sin A,tangr,cos({r,R, 

und daher auch 
(93 m,cosr, 

: M,cosR, 
eine constante Grösse. In Folge davon ergeben sich aus der Gleichung (18.) 
die Relationen 
COST, 


9A \ > | 
(24.) = tangr,tangR,cos(r,R,) 


—=0 und ZM,cosR,cost, =\, 


und wenn T,, ... T, die von dem willkürlichen Punkte an die Kreise 
R,. .... R, gezogenen Tangenten sind, 


. cosT 
[“); er x — > » ip » ı 7° = v) 
(25.) 23 Guru ” 0 und Em,ecosr,cosT, =. 


Mit Hülfe der Formel (19.) kann man die Gleiehung (16.) auf die Form 
26.) Ztru...r4 = —msinrtang Rcos(rR)m’sinrtangR’cos (r' R' 
bringen. Haben die vier Kreise des ersten Systems denselben Orthogonal- 
kreis, so ist auch cos{rR)=0, und daher 
\ / I 
[37.) , Sit. ta > V 
oder 
(28) mecosr, +" +mcosr, = Q, 


wie sich aus (18.) unmittelbar ergiebt, indem man den willkürlichen Punkt 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 5. 2» 
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mit dem (Üentrum des Orthogonalkreises zusammenfallen lässt. Aus der 


Formel (16.) geht noch hervor, dass die Gleichung (27.) stets erfüllt ist, | 


wenn die vier Kreise des einen Systems Hauptkreise sind. 

Die Relation (26.) kann noch eleganter geschrieben werden. Wenn 
drei Kreise r,. r,, 7, von einem Kreise r(=r,) in den Winkeln 9, $, %; 
und drei andere Kreise r,, r,, r, von einem Kreise r'(=#r,) in den Winkeln 
1. 5. 9, geschnitten werden, so ist 





eos(rr') siNnr,COSY, ... SINYZCOSY; 


di sınr COS f r ... r B} \ 
(29.) EEREEN n " = — mtgR m'tgR'cos(r R’) cos (r'R). 
sinr,;C0Sg, Ya Ks fa 


Sind die Kreise r und r insbesondere die Orthogonalkreise der beiden be- 
trachteten Systeme von drei Kreisen, so ist 
30)  ZFtrurary = —mtangR m'tangR'cos(RR'), 


oder wenn A die Uentralaxe der beiden Orthogonalkreise ist, 


. cos A \ 
(31.) SHtrıraota = am(1- . 
ERTRTR \ eosReos R' / 


Dureh Division der Formeln (30. und (29.) ergiebt sich die Gleichung 


oO 
a; S+C0S@,, C0SY,, COS F,, cos(RR’) 
(32.) vPL.| N ) N . /p ai rn R 
StC0OSPp ,... COS, cos(r, R)cos(r, R') 


Sind R,, ... R, und R,, ... R, die Orthogonalkreise von zwei Systemen 
von vier Kreisen, und ist R,, = sinR,sin A; cos(R,R;), so zeigt die Gleichung 
(30.). dass die Determinante FZ+R,,...R,, bis auf einen leicht heraustretenden 
Factor gleich der zu F+tr,...r„, adjungirten Determinante ist. Indessen 
mag es hier genügen, auf die Relationen, die sich aus dieser Bemerkung 
ergeben, hingewiesen zu haben. 

Werden vier Kreise mit gemeinsamem Orthogonalkreise R von vier 
beliebigen anderen geschnitten, so ist nach Gleichung (27.) 


Yı ee Pa SMTLCOSQY, 


fa “ee fa BINF,CORY, 
wo 4, für g,, geschrieben ist. Mit Hülfe der Formel (30.) kann man diese 
Gleichung nach den in der letzten Colonne stehenden Elementen entwickeln 
und erhält nach Unterdrückung des Faetors m’tangR’cos(RR’) zwischen 


den Winkeln. in denen vier Kreise mit demselben Potenzeentrum von einem 
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beliebigen anderen geschnitten werden. die Nelai 
(33.) m sinr,co8p, + +m,sinr,cosgy, =. 

Wendet man diese auf vier beliebige Sehnittkreise an. so erhält man vier 

lineare Gleichungen, aus denen wieder die Formel (27.) resultirt. Die 

Gleichung (33.) besteht auch zwischen den Winkeln, in denen vier beliebige 


Kreise von einem Hauptkreise geschnitten werden. 


$. 4. 

Wir wenden uns jetzt zu den Formeln. welche aus den bisher ent- 
wiekelten dureh Polarisation gefunden werden. Wenn der Cosinus des 
Winkels. unter dem sich zwei Kreise schneiden. gleich Eins ist, so sagen 
wir, dass sich die beiden Kreise berühren. Demnach hat jede Tangent: 
eines Kreises eine bestimmte Richtung, und folglich haben zwei Kreise nur 
zwei gemeinschaftliche Tangenten. Um die Länge von einer derselben 
bestimmen, muss man sie von ihrem Berührungspunkte mit dem ersten 
Kreise in positiver Riehtung bis zu ihrem Berührungspunkte mit dem zweiten 
Kreise durchlaufen. Ist daher 7 die Länge der einen gemeinschattlieheı 
Tangente, so ist die Länge der anderen 27—r. Mithin ist der Cosinus der 
semeinschaftlichen Tangente eine eindeutig definirte Funetion. 

Ist a die CUentralaxe der beiden Kreise r und s, s0 ist 

(34.) COSrCOSsCosT = COSa— SINrFsins. 
Ist der Kreis s ein Hauptkreis. p der Abstand des Mittelpunktes des Kreises 
r von demselben und g der Winkel (rs). so ist 

(35.) Iimeosscostr = —2tangrceos’ ig. 
Sind r und s beide Hauptkreise, so ist 


y 


(36.) lim eosr €08s 087 = —2c08’ 5p. 


„, die gemein- 


Ist in zwei Systemen von fünf (oder mehr) Kreisen 7 
same Tangente der Kreise r, und r,, so ist 
(37.) > 008 T.1::.C08 15 = V. 
Unter der Aehnlichkeitsaxe dreier Kreise verstehen wir den Hauptkreis, 
welcher sie unter gleichen Winkeln schneidet. Daher ist die Aehnlichkeitsaxe 
die Polare des Potenzeentrums der drei Polarkreise, d. h. des Punktes, von 
welchem aus die Tangenten an die drei Polarkreise gleich lang sind. Der 


Polarkreis des Orthogonalkreises dreier Kreise ist ein Kreis, dessen gemein- 


Di 
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same Tangenten mit den drei Polarkreisen Quadranten sind, und den wir 
daher ihren Qwuadrantenkreis nennen wollen. Da das Potenzcentrum der 
Mittelpunkt des Orthogonalkreises ist, so gelten die Sätze: 

Das Centrum des Quadrantenkreises dreier Kreise ist der Pol ihrer 
Aehnlichkeitsaxe, und sein Radius ist das Complement des Winkels, unter 
dem die Aehnlichkeitsaxe die drei Kreise schneidet. 

Der Quadrantenkreis dreier Kreise ist derjenige Parallelkreis ihrer 
Aehnlichkeitsaxe, dessen Breite gleich dem Winkel ist, unter dem die Aehn- 
lıchkeitsaxe die drei Kreise schneidet. 

Die Hauptkreise, welche mit drei gegebenen Kreisen die Aehnlichkeits- 
axe gemeinsam haben, umhüllen ihren Quadrantenkreis. 

Wenn nun in Gleichung (37.) die vier ersten Kreise des ersten 
Systems dieselbe Aehnlichkeitsaxe haben, so haben sie auch denselben Qua- 
drantenkreis. Nimmt man diesen zum fünften Kreise des zweiten Systems, 
so erhält man zwischen den gemeinsamen Tangenten von vier Kreisen mit 
derselben Aehnliehkeitsaxe und vier beliebigen andern Kreisen die Relation 

(38. + 008 7, OT 3 D 
Endlich sagt die Gleichung 


(39. 2 +C0ST,,C0ST2 C08T, = 0 


aus, dass der Quadrantenkreis der Kreise des einen Systems mit den Kreisen 

des andern Systems dieselbe Achnlichkeitsaxe hat. Diese Bedingung ist 

stets erfüllt, wenn die Kreise des einen Systems denselben Aehnlichkeits- 

punkt haben, also dieselben beiden Hauptkreise berühren. Zwischen den 

Tangenten, welche ein beliebiger Kreis mit drei Kreisen gemeinsam hat, 

die denselben Aehnlichkeitspunkt haben, ergiebt sich daraus die Relation 
40.)  sinTyCosT, + sin T;z, 608%, +SiNT,CosT, = (. 


Ist ,=4n, so ist folglich 


41, cost, SinT, 

COST, SINT,, 
Um diese Gleichung einfacher deuten zu können, eonstruiren wir die Polare 
des Uentrums von r;, die wir auch den Aequatorialkreis von r,; nennen. 
Diese ist die Aehnlichkeitsaxe des Schnitrkreises und der beiden Haupt- 


kreise, welche die gemeinsamen Tangenten der Kreise r,, nz, r; bilden. 
Wenn einer dieser beiden Hauptkreise jene Aehnlichkeitsaxe in O schneidet 
und die beiden Kreise r, und r, m O, und 0, berührt, so it 00, =4a+r, 
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und daher 


42. 


und 00, = 4n+7r, 


2 
J 


COST, cos 00, 


COST, 08 O0,) ’ 
in Worten: 

Wenn ein Kreis mit zwei Hauptkreisen dieselbe Aehnlichkeitsare hat, 
so verhalten sich die Cosinus der Tangenten, die er mit allen die beiden Haupt- 
kreise berührenden Kreisen gemeinsam hat, wie die Cosinus der Abstände der 
Berührungspunkte mit einem der beiden Hawptkreise von dessen Schnitipunkte 
mit jener Aehnlichkeitsa.xe. 

Daraus ergeben sich die Sätze: 

Die Kreise, welche einen bestimmten Hauptkreis zur Aehnlichkeitsaxe 
haben, haben mit den Kreisen, welche zwei unter jenen Kreisen enthaltene 
Hauptkreise berühren, Tangenten von proportionalen Cosinus gemeinsam. 

Die Kreise, welche zwei feste Hauptkreise berühren, haben mit den 
Kreisen, welche mit jenen Hauptkreisen dieselbe Aehnlichkeitsare haben, Tan- 
genten von proportionalen Cosinus gemeinsam. 

Die Aehnlichkeitsaxe aller Kreise, welche mit zwei gegebenen Kreisen 
Tangenten gemeinsam haben, deren Cosinus in einem constanten \erkältniss 
stehen, theilt, verbunden mit der Potenzlinie der beiden Kreise, den Winkel 
ihrer Aequatorialkreise nach einem Doppelverhaltniss, das jenem constanten 
herhältnisse gleich ist. 

Endlich ergiebt sich der Satz: 

Alle Kreise, welche mit drei gegebenen Kreisen Tangenten gemeinsam 
haben, deren Cosinus dieselben drei linearen Functionen von den Cosinus der 
Tangenten sind, welche die drei gegebenen Kreise mit zwei bestimmten Kreisen 
gemeinsam haben, besitzen zusammen mit der Aehnlichkeitsaxe der gegebenen 
Kreise dieselbe Aehnlichkeitsaxe. 

Ist e,; der Cosinus der Centralaxe der Kreise r, und r;, und 

3.) „>= eosr,cosr, co8T,, = C„ —-Änr,sinr;, 
so ist 
(44.\ Z+t...tı= - (m sinn ++ m,sinr,) (m, sinr, ++ m,sinr,). 
Sind p:, ... p, die Abstände der Mittelpunkte der Kreise des ersten Systems 
von einem beliebigen Klauptkreise, so ist 
45. m, sinp, ++ m,sinp, =. 
Schneidet dieser Hauptkreis den Kreis r, unter dem Winkel g,, so ist 


sinp, = Co0SYp,sinr, 
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und daher 


(46. m Sinr, COS, ++ m,sinr,cosg, = 0. 





Sei T die Aehnlichkeitsaxe der Kreise r,, rn, r;, und zugleich die Grösse 
des Winkels, unter dem dieselbe die drei Kreise schneidet. Indem man | 
dann den willkürlichen Hauptkreis mit 7 zusammenfallen lässt, erhält man | 
mit Weglassung des Index 4 


47.)  msinn, +++ +m,sinr, = m sine (1— m ;; 
cos? 
wo (rT) den Winkel der Kreise r und T bezeichnet. Daher ist 
(B) Zieh = D 


sowohl, wie Formel (44.) zeigt, wenn die Kreise des einen Systems Punkte 


sind, als auch, wie aus Formel (47.) hervorgeht, wenn die Kreise des einen 
Systems dieselbe Aehnlichkeitsaxe haben. Nach (47.) haben endlich vier 
Kreise dieselbe Aehnlichkeitsaxe unter der Bedingung 

(48%) msinn, + +m,sinn, = (0. 

Sind 7,. ”, r, die gemeinsamen Tangenten eines Kreises r mit den 
Kreisen r,.. rn. r, und 7, %,, r, die eines Kreises r’ mit den Kreisen r|. 
r,. r,. und ist 7 die gemeinsame Tangente der Kreise r und r', so ist 

COST COST, COST, ... COBT,COST, 
| EO8r, 08 T, tıı Rp lt; 


(49.) N 


COSr,COST;, t,, i | 


cos ("TI\/ cos (r T") 
| = —mtangr m'tangr PR ( Dy- \ z )- 
\ eos7T cosT 

Sind in dieser Formel r und »" die Quadrantenkreise der Kreise der 
beiden Systeme, C ihre Uentralaxe, also der Winkel der beiden Aehnlich- 


keitsaxen. so Ist 


cosreosr eostr = eosC—sinrsinr 
oder 
sin Tsin Teostr = eosC-—-eosTeosT. 


Da ferner der Abstand des Uentrums von r’ von dem Hauptkreise 7 gleich 
In—C ist, so Ist 

cosl cosl 

sin? eos” 

Setzt man diese Werthe ein, so erhält man 


cos/r' T) = 


aa u. cosl 
20.) 2 + tulal — mm (1- = ;) 
i CHE eos Teos7 
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Liegen die Mittelpunkte der drei Kreise des ersten Systems auf einem 
Hauptkreise, so ist die rechte Seite dieser Formel mit Hülfe der Grenz- 
gleichung 

(51) limmtangT = sina,sinr, +sina, sinn, + sina,sinr, 


umzuformen. 

Zwischen den gemeinsamen Tangenten von vier Kreisen mit derselben 
Aehnlichkeitsaxe und einem beliebigen anderen Kreise ergiebt sich aus 
Formel (48.) die Relation 

92.) m CO8r, COST, ++ m,cosr,cost, =. 
Dieselbe Gleichung besteht zwischen den von einem Punkte an vier be- 
liebige Kreise gezogenen 'T’angenten. 
8. 2. 

Um von der Fruchtbarkeit dieser Untersuchungen eine Vorstellung 
zu geben, wollen wir zeigen, dass die Formel (30.) vollständig zur Lösung 
des Problems ausreicht, einen Kreis zu construiren. der drei „egebene 
Kreise unter gegebenen Winkeln schneidet. 

(segeben seien die Kreise r,, r3, r;, die sich nicht in einem Punkte 
schneiden. Zwei Kreise r=r, und s=r, mögen den Kreis r, in den 
Winkeln 9, = 9, und w,=9g,, schneiden. Ferner sei r, ein Kreis, der 
nicht durch einen Schnittpunkt der Kreise r und s hindurchgeht, sonst aber 
ganz willkürlich liegt. Schneidet r,; den Kreis r, unter dem Winkel g,,, 
so ist 

30)  ZH+rurara = —mtangR mtangR'cos(RR'). 
Ist also eos(RR')= (0, so verschwindet auch F+r,r»r;, und daher müssen 
in dieser Determinante, falls der Kreis r, keiner weiteren Beschränkung 
unterworfen werden soll, die Elemente der beiden ersten Colonnen pro- 
portional sein. Es muss also 
9.) COBp, _ CO, _ COS, 
cosw, cosw, COSW, 

sein, wo k ein von dem Werthe des Index unabhängiger Parameter ist. 
Umgekehrt folgt aus diesen Gleichungen, dass die Determinante und mithin 
auch eos(RR') verschwindet, da in Folge der gemachten Annahmen sowohl 
mtangR, als auch m’tangR’ von Null verschieden ist. Wegen der Will- 
kürlichkeit des Kreises r, besagt die Gleichung cos(RR')= 0, dass jeder 
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Kreis AR’, welcher r und s orthogonal schneidet. auch mit R einen rechten 
Winkel bildet, oder dass die Kreise r, s und R dieselbe Potenzlinie haben. 
Hält man die Kreise r,. r2, r, und s fest, lässt aber r alle Kreise dureh- 
laufen. welche der Bedingung (53.) genügen, so geht r stets durch die 
Schnittpunkte von R und s. Hält man aber r, s und r, fest. und lässt r, 
und r, unter der Beschränkung (53.) variüiren, so bleibt R fest. weil dieser 
Kreis durch die Bedingungen, durch die Schnittpunkte von r und s zu gehen 
und r, orthogonal zu schneiden, völlig bestimmt ist. Wir haben also 
die Sätze: 

Alle Kreise, welche drei gegebene Kreise unter Winkeln von propor- 
tionalen Cosinus schneiden, gehen durch zwei feste Punkte ihres Orthogonalkreises. 

Alle Kreise, welche zwei gegebene Kreise unter Winkeln von pro- 
portionalen Cosinus schneiden, schneiden einen bestimmten durch deren Schnitt- 
punkte gehenden Kreis rechtwinklig. 

Die Umkehrungen dieser Sätze sind schon am Ende des $.2 er- 
wähnt. Auch ist daselbst gezeigt. dass 

Be) EM _  4BcD 
sınsR 
ist, wenn A, B und € die Mittelpunkte der Kreise r, s und R sind und D 
der Aehnlichkeitspunkt der Kreise r und s ist. 

Um über die Lage der beiden im ersten Satze vorkommenden festen 
Punkte des Kreises 2 genaueren Aufschluss zu erhalten, suchen wir die 
Potenzlinie des Büschels der Kreise zu bestimmen, welche die drei ge- 
xebenen Kreise unter Winkeln von proportionalen Cosinus schneiden. Die- 
selbe ist derjenige Kreis des Büschels, der ein Hauptkreis ist. Wählen wir 
diesen Kreis für s, und nennen p,. pP. p; die Abstände der Mittelpunkte der 
Kreise r,. nr. r, von s, so ist 

cosy, = > 
Ä sinr, 
und daher 
a. sinr, 08x 
sinp, 
Wir eonstruiren drei mit den Kreisen r, eoncentrische Kreise. deren Radien 
r, dureh die Gleichung 


x 


55.)  sinr, = sinr,co8p, 


bestimmt sind. Dieselben werden, wie leicht zu sehen, von den Sehnen um- 
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hüllt, welche die Kreise r, bezüglich unter den Winkeln 9, schneiden. 
Alsdann ist 

sinp, | 

sinr, a % 
der Hauptkreis s schneidet also die drei Hültskreise r,. 3. r, unter gleichen 
Winkeln und ist daher ihre Aehnlichkeitsaxe. Aus dieser Betrachtung er- 
giebt sich der Satz: 

Varüren drei Winkel so, dass sich die Verhältnisse ihrer Cosinus nicht 
ändern, so umhüllen die Sehnen, welche drei gegebene Kreise bezüglich unter 
diesen drei Winkeln schneiden, drei veränderliche Kreise mit fester Aehnlich- 
keitsaxe: und alle Kreise, welche die drei gegebenen Kreise unter diesen drei 
Winkeln schneiden, gehen durch die Schnittpunkte ihres Orthogonalkreises mit 
jener Aehnlichkeitsaxe. 

Ist F ein Schnittpunkt der Kreise r und r,, die den Winkel 4, 


bilden, so schneidet die in F an r gelegte Tangente den Kreis r, unter 


Pen) 


ry\ 


dem Winkel ,, Ist also auch eine Tangente des Kreises r,. Ist daher 


27, die Länge der Sehne, welche den Kreis r, unter dem Winkel , 
schneidet. so sind 7,, ”,, r, die Tangenten. welehe der Kreis r mit den 
Kreisen r,. r,. r, gemeinsam hat. Da folglich das eben behandelte Problem 
von der polaren Aufgabe nieht wesentlich verschieden ist. und wir dureh 
deren Lösung über die Lage des Kreises r neue Aufschlüsse erhalten 
müssen. so wollen wir die zu den gewonnenen Itesultaten polaren Sätze 
kurz durchgehen. 

Alle Kreise, welche mit drei gegebenen Kreisen Tangenten von pro- 
portionalen Cosinus gemeinsam haben, berühren zwei feste Hauptkreise, welche 
mit den drei gegebenen Kreisen dieselbe Aehnlichkeitsaxe haben. 

Alle Kreise, welche mit zwei gegebenen Kreisen Tangenten von pro- 
portionalen Cosinus gemeinsam haben, werden von einem bestimmten zu deren 
Centralaxe normalen Hauptkreise unter denselben Winkeln geschnitten wie die 
gemeinsamen Tangenten der beiden Kreise. 

Varüren drei Bogen so, dass sich die Verhältnisse ihrer Cosinus nicht 
ändern, so beschreiben die Punkte, welche auf den Tangenten dreier gegebenen 
kreise bezüglich um diese Bogen von den Berührungspunkten entfernt liegen, 
drei veränderliche Kreise mit festem Potenzcentrum; und alle Kreise, welche 
mit den drei gegebenen Kreisen Tangenten von der Länge dieser Bogen ge- 
meinsam haben, berühren die beiden durch jenes Potenzcentrum gehenden 
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Hauptkreise, welche mit den drei gegebenen Kreisen dieselbe Aechnlichkeits- 
axe haben. 


Nunmehr ist die Aufgabe, einen Kreis zu eonstruiren, welcher drei 


gegebene Kreise r,, rz, 7, unter den Winkeln 9. 2, %; schneidet (oder 


mit drei gegebenen Kreisen r,, r,, r, die Tangenten 7,, T,, 7, gemeinsam 


« 


hat), vollständig «elöst. Man construire drei Hülfskreise r,, nr, r,. die 
Enveloppen der Sehnen, welche die drei gegebenen Kreise bezüglich unter 
den Winkeln $,, %2, %; schneiden. (Man construire drei Hülfskreise r,, 
"3, 73, die Orte der Punkte, welche auf den Tangenten der drei gegebenen 
Kreise bezüglich um die Bogen 7,, 7,, 7, von den Berührungspunkten ent- 
fernt liegen.) Sei R der Orthogonalkreis der Kreise r,, 73, r3, T’ die Aehn- 
lichkeitsaxe der Kreise 7,, rn, r, und zugleich die Grösse des Winkels, 
unter dem sie diese Kreise schneidet, und seien F und @ die Sehnittpunkte 
des Orthogonalkreises mit der Aehnlichkeitsaxe. Durch das Centrum von 
R ziehe man die beiden Hauptkreise f und g, welche mit der Aehnlichkeits- 
axe den Winkel T’ bilden. Alsdann sind die beiden Kreise r und r', 
welche dureh F und @ gehen und f und 9 berühren, die verlangten Kreise. 
Die beiden mit ihnen concentrischen Kreise, deren RKadien r und 2a—r' 
sind, nennen wir conjugirte Schnittkreise. 

Aus den entwickelten Sätzen ergeben sich noch zwei andere, weniger 
symmetrische CUonstruetionen. 

Man lege durch F und @ einen beliebigen Kreis s, welcher die 
Kreise R, r,. r,. r, in den Winkeln w, w,, w,, w, schneide, eonstruire einen 
Winkel 


gemäss der Proportion 


56. sin p _ 008, 
sıu w COSW, 
so ist der dureh F und @ gehende Kreis, welcher mit R den Winkel 
einschliesst, der verlangte. 
Oder: 
Man construire irgend einen Kreis, welcher f und g berührt. 
Dieser habe mit den Kreisen r,, r,, r;, die Tangenten o,, 0,, 0, gemeinsam, 
und sein Berührungspunkt Q mit f sei von dem Punkte O0, in dem sich f 
und 7’ schneiden, um OQ = 6 entfernt. Uonstruirt man dann den Bogen ı 
gemäss der Proportion 


be COST COST, 
(D.) = r 
COSO COSG, ' 








so 
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so ist unter den Kreisen, die f und g berühren, derjenige der ver- 
langte, welcher f in dem Punkte P berührt, dessen Entfernung von 0, 
OP = r ist. 

Wir betrachten noch einige besonders interessante Fälle. im denen 
die Proportion (53.) erfüllt ist. Wie schon erwähnt, nennen wir zwei Kreise 
r und s, welche drei gegebene Kreise unter supplementären Winkeln 


schneiden, eonjugirte Schnittkreise. Für solche ist eos, = —eosw, und 
daher sn(rR)=sin(Rs). Wäre (rR)=n-—(Rs),. also (rs)=n, so würden 
die Kreise r und s, da sie durch F und @ gehen, zusammenfallen und sich 
nur durch den Drehungssinn unterscheiden. Daher ist rR)= (Rs) Da 
ferner (ABCD)=—1 ist, so haben wir die Sätze: 


Der Orthogonalkreis dreier Kreise geht durch die Schnittpunkte von je 
zwei conjugirten Schnittkreisen und halbirt die von ihnen gebildeten Winkel. 


Das Potenzcentrum dreier Kreise ist der innere Aehnlichkeitspunkt von 


je zwei conjugirten Schnittkreisen. 


In dem ersten derselben ist die Lösung der Aufzabe enthalten. zu 
einem Schnittkreise dreier gegebenen Kreise den conjugirten zu eonstruiren. 
Für den Fall, dass die Winkel 9,. 9. 9, (oder die Tan 


5 


enten 7 
7. 7,) unter einander gleich sind, ergeben sich ferner die Sätze: 

Alle Kreise, von denen drei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln 
geschnitten werden, gehen durch die Schnittpunkte ihres Orthogonalkreises mit 
ihrer Aehnlichkeitsaxe. 

Alle Kreise, welche mit zwei gegebenen Kreisen gleiche Winkel bilden, 
schneiden den Kreis rechtwinklig, welcher durch deren Schnittpunkte geht und 
ihren Aehnlichkeitspunkt zum Centrum hat. 

Alle Kreise, welche mit drei gegebenen Kreisen Tangenten von gleicher 
Länge gemeinsam haben, berühren die beiden, durch deren Potenzcentrum 
gehenden Hauptkreise, welche mit jenen dieselbe Aehnlichkeitsaxe haben. 

Alle Kreise, welche mit zwei gegebenen Kreisen Tangenten von gleicher 
Länge gemeinsam haben, werden von ihrer Potenzlinie unier demselben Winisel 
geschnitten, wie die gemeinsamen Tangenten der beiden gegebenen Kreise. 

Alle diese Sätze gelten auch umgekehrt. Man kann mit ihrer Hüire 
den Kreis eonstruiren, welcher vier gegebene Kreise unter gleichen Winkeln 
schneidet. Bestimmt man nämlich für je drei derselben «die Schnittpunkte 


ihres Orthogonalkreises mit ihrer Achnlichkeitsaxe, so liegen die acht er- 


haltenen Punkte auf dem »esuchten Kreise. Sein Centrum ist der Sehnitt- 


Pe) 


2) e 
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punkt der vier Normalen, welche von den Potenzcentren je dreier der ge- 
gebenen Kreise auf ihre Aehnlichkeitsaxe gefällt sind. 

Wenn der Kreis r mit den drei gegebenen Kreisen r,. r,. r3 sowohl 
gleiche Winkel bildet. als auch gleiche Tangenten gemeinsam hat, so muss 
er sie in Folge der lelation 

98.) taner, = sing,tangr, 
alle drei berühren, wofern nieht die Radien der gegebenen Kreise unter 
einander gleich sind. Daher gilt der Satz: 

Die beiden Berührungskreise dreier gegebenen Kreise gehen durch die 
Schnittpunkte ihres Orthogonalkreises mit ihrer Aehnlichkeitsaxe und berühren 
die beiden vom Potenzcentrum ausgehenden Hauptkreise, welche mit den drei 
gegebenen Kreisen die Aehnlichkeitsaxe gemeinsam haben. 

Daraus ergiebt sich ohne Mühe die Gergonnesehe Uonstruetion: Seien 


S und T das Potenzeentrum und die Aehnliehkeitsaxe der drei veeebenen 


Lem) &\ 
Kreise, oe und E ihre Berührungeskreise und Z und M deren Berührungs- 
punkte mit dem Kreise r,. Da S der Achnliehkeitspunkt der beiden Kreise 
oe und E ist, so liegen Z, M und S auf einem Hauptkreise, der Aehnlieh- 
keitsaxe von e, 0 und r. Da ferner T die Potenzlinie der beiden Kreise 
o und 0 ist, so schneiden sich die beiden Tangenten des Kreises r, in L 


und M in einem Punkte von T, dem Potenzeentrum von eo, eo’ und r.. Folg- 
lich liegt der Pol von LM bezüglich des Kreises r, auf T und daher der 
Pol von T bezüglich r, auf LM. Also sind Z und M die Schnittpunkte des 
Kreises r, und der Verbindungslinie des Potenzeentrums der drei gegebenen 


Kreise mit dem Pole ihrer Aehnlichkeitsaxe bezüglich des Kreises r.. 


S. 6. 
Wir wenden uns jetzt zu einer genaueren Betrachtung der Relation 
6... Wenn vier Kreise r,. ... r, von einem fünften r in den Winkeln 
fi... Y, und vier andere Kreise r,, ... r, von einem fünften r’ in den 
Winkeln g,. ... g, geschnitten werden, so hat man zufolge (6.) zur Be- 
vechnung des Winkels 4, unter dem sich r und r" schneiden, die Gleichung 


COSP KCOSPı 2... COSy, 
C08P, CBYı + COPA — N 
COS, COS ar OS (O4; 


Entwiekelt man die Determinante mit Hülfe der Formel (32.) nach den in 
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der ersten Zeile und Colonne stehenden Elementen, so erhält man 
cos(R,R 


AO \ x um a . 
(59. coso = 2 - - COSP.COS@W;. 
f cos(r„R,) cos vr. BR. I» Fi 


Wenn insbesondere die Kreise des zweiten Systems (r,) mit den Orthogonal- 
kreisen der Kreise des ersten Systems (A,) und folglich die Kreise r, mit 
den Kreisen R, zusammenfallen,. so nimmt diese Gleichung die einfache 


Gestalt an 
R COSP,COSp, 


cos (r,R,) 


60., cp = 2 


Zu einem Systeme von fünf Kreisen (r,) eonstruire man ein zweites, dessen 

Kreise (r,) die des ersten, jedesmal mit Ausschluss von einem, unter gleichen 

Winkeln (g,) schneiden. Bezeichnet man den Winkel (r,r,) mit w,, so ist 
COSV, COSQ ...  COS@; 


COSG, COSW, zi COS@; 





> 0. 
COSG, COS a COS W.- 
Nun ist aber 
u .3 Ri, 170 ‚ 
1 d, u Bi 1 r l | \ 
j = (a—1)...[(a—]\ TREE © {1). 
i ad. 2 \a Be an 2 , 
u ee 
und daher 
» em COS in 
61. > F Br; 


\ 
\ 


08 pP, — C0sw, 
Wenn der Kreis r die vier Kreise r,. ... r, unter demselben Winkel y 
schneidet, so erhält man aus Formel (59.) zur Berechnung dieses Winkels 
die Gleichung 

(62, ı ..- eos(R,R;) 

a COS p cos(r,R,)eos(r; R;) 


Einen bequemeren Ausdruck, in dem die Orthogonalkreise nicht vorkommen, 


findet man durch direete Anwendung der Formel (6... Aus dieser folgt 
nämlich 


l 
cos’p 


1 C08Yı1 +: C08yu| = V 


COS 
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1 1 


l 0891 -:-» C08pu 


1! 


Hl 


—tang"PI+C08 Pu... CO8yyu 


> bern ı Ama Bnsınd N 
\ sin? ...sinr, 

l c8y4 - + COByu 
Zieht man in der Determinante auf der linken Seite die Elemente der ersten 
Zeile von denen der übrigen ab, so geht sie in 


»% PR. P,; ER 2 fi 
16F+ sin Sail 


über und kann (B. $. 3, 17) in vier Factoren zerlegt werden. Setzt man 
daher zur Abkürzung 
Iat+b+e) = (a+b-+c)(a+b—ce)(a—b+c)(a—b—e), 

so erhält man zur Berechnung des Winkels g die Gleichung 

| tangp (m, cost, ++ m,cosr,) 
63. an a U ( f 

" i ‘ > x 12 u 34 . 18. 42 .. ri „E 23 

Asinr,...sinn,yIZ(sin 2 sin > +sın ’. m > +sın 2 sın 9 
Der Radius r des Kreises, der die vier gegebenen Kreise unter demselben 
Winkel g schneidet, ist leicht zu finden. Lässt man nämlich in der Glei- 
ehung (17.) den willkürlichen Punkt mit dem Mittelpunkte von r zusammen- 


fallen. so ist 


c, = sinrsinr, cosg-+ cosr cosr, 
und daher 
Em, (sinr,cosgp-+cosr,cotgr) = 0 
oder 
(64. eotgr ie m, sinr, + ++ m,sinr, 
' | cosp m, cosr, + "-+m, cosr, 


Daraus ergiebt sich wieder die Bedingung (28.), unter der die vier Kreise 
denselben Orthogonalkreis, und die Beiingung (48°.), unter der sie dieselbe 
Aehnliehkeitsaxe haben. 

Ist s der Radius des Kreises, welcher mit den gegebenen Kreisen 
Tangenten von gleicher Länge gemeinsam hat, so führt die polare Be- 
trachtung zu der Formel 

u: tangs m, Cosr, 4 ++ m, cosr, 


(62.) nr 2 | 
COST m, gınr, 1° 


rm, suur, 
woraus sich noch die merkwürdige Relation 


tangs 
taugr 


(66.) 


= COS COST 
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erojebt. Zur Bestimmung von r dient die Gleichung 








| tang (m, sinr, ++ ++ m,sinr,) 
| (67.) IE | T T T T T 
I @ ; us u al aa .. IE „2 Br te 12 ‚s 14° 23 \, 
| = 4cosr,...cosr,y/I\ sn SZ sin, tsin Z’sn „ tsın „'sin ) 


- - - - - DB 
Die Bedingung dafür, dass vier Kreise von demselben fünften berührt werden, 
ist daher, wie auch Herr Darboux (1. p. 347) angegeben hat, 


0) 2 Pi; " Y;; . Pi; + fr . ar . Ps; ( 
(68.) sm, sn, +sım „ m, +sin Pr U 
oder 
. = . T . B a > . T ° T 
0 s 12 « 34 ‘ 13 12 ’ 14 a 
(69.) sın 2 sın > +sım ’ sin > +sın ö sn, = (. 


Wir schliessen hier gleich einige verwandte Formeln an. Ist o ein 


Berührungskreis von drei gegebenen Kreisen r,, r,, r;, $o ist nach Formel (29.) 


u», 
1 1 er | 
1008 de. nd 
£ sinr, sinr, sinr, 


l 6089, :.. (083 
Zieht man in dieser Determinante die Elemente der ersten Zeile von denen 
der übrigen ab, so erhält man die Gleichung 


_— . . . . F . (p . ( > 
(“0.)  F+sinr, sinn sinr,sin . sın a sın Eu — mtane Rcos(oR). 


Das weggelassene Vorzeichen + bezieht sich darauf, dass die beiden Be- 
rührungskreise den Orthogonalkreis unter complementären Winkeln schneiden. 
Sind die drei Kreise Hauptkreise, so geht (70.) in eine bekannte Formel 
über (Baltzer, El. d. Math., Buch Il., $. 5, 12). 

In ähnlicher Weise ergiebt sich aus Formel (49.) die Gleichung 
cos(oT) } 


cosT 


ii 12 


T,, » . T EN ( 
sin, sn, = mtange\1— 


(71.)  4cosr, cosr, cosr;sin a 
nu 


$. 7. 
Für zwei Systeme von vier Kreisen erhält man durch Multiplieation 
der beiden verschwindenden Determinanten 


»’ er 8% -1 0 00 dd 1 


0 © Yı Z eorn) 0 © Yyı & -—cosr, 
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die Relation 


—] COST, ... Cost, 
(72.) cosr, EEE Bla 
cosr, u Ya 
oder 
—1 eotr, ... eotr 
(73.) cotr, COSQpy COSpua | 


Col, COSYpa ::- CO8pu 

Auch verschwinden alle ähnlich gebildeten Determinanten höheren Grades. 
Indem man in der Determinante (72.) die erste Zeile, mit cosr, multiplieirt, 
zur (z+1)' addirt, erkennt man, dass jene Formel von der Gleichung (7. 
nicht verschieden ist. 

Auf demselben Wege, auf dem die Formel (59.) gefunden wurde, er- 
giebt sich aus (73.) die Gleichung 
eos(R,R; 


cos(r,R,)cos(r;, R,) 


(74.) 3 eotr,eotr,; +1 = d. 


oder wenn die Kreise des zweiten Systems die des ersten, jedesmal mit 
Ausnahme von einem, rechtwinklig schneiden, 


u, . I 
(4d.) B = I-1 a) A 
le tangr,tangR,cos(r,R,) 


Durch Transformation der Gleichung 
76.) Z+cultalz = mm 
oder durch Multiplieation der Determimanten 
000 -1:0 0 dd 1 


% Yı 3 er 2 Yı 3 3 cost, 


erhält man für zwei Systeme von drei Kreisen die Relation 


—] cost, »..  Co8r, 
ar ee 
COST; ";, . . . "3; 


Ist r,/r,) die Centralaxe der Kreise r, und r, (r, und r), deren Länge wir 
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mit a (a’) bezeichnen, so ist 








m —= sinacos(aa), m = sina cos(aa 
und daher 
I-1 cosr, cosn 
(78.) eosr, dı ta | = —-sinasina’cos(aa). 
\cosr, "51 N 


. » w . u 
Durch die polare Betrachtung findet man die Formeln 


—1l sıar ... siar 


(79,\ sinr, A ee u«l-—-0 
Be Eu + m 
oder 
—] tangr, ... taner, 
80. tangr, COST ... COST — N), 
tangr, COST 2... COST 


Ferner ist 
-—1 Bu 05 Be 


‘81. sinr, t,, Jah sl —mm' 
sinr; bi, I. I. 
und 
—1 sinr, sinn 
(82.) sinr, # I: = —sinasina' cos/aa). 
sinn & ba | 
$. 8 


Drei Kreise r,. r,, 7; mögen von einem vierten r(=r,) in den 
Winkeln g,, $, 9; und drei andere r,, r,, r; von einem vierten r' (= r,) 
in den Winkeln 9). 2. %, geschnitten werden. Setzt man in der Relation 

RE 52 | 
zwischen den Cosinus der Üentralaxen dieser beiden Systeme von vier 
Kreisen 


f 4 * [ ' 
Cu = Ft eosr,cosr, = sinr sinr'cos(rr)+ cosr cosr,, 


1 
| 


Cu = Put COST, cosr, = sinr sinr,cos Y„ -Tteosr cosr,, 
Cu; = Nyft eosr,cosr, = sinr'sinr,c08Y, + cosr'cosr,, 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 3. 27 
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so erhält man die Gleichung 
eos(rr')+eotr eotr' sinr, 608p,+cosr, eotr... sinr, C0Sy,;+eosr, cotr' 


‚83,) Sinr,cosp, -+eosr,eotr Cı a Cı3 0. 


ı 


SINTZCOSY, -+eosrzeotr Ca, em Cy 
Wir nehmen an, dass in keinem der beiden Systeme die Mittelpunkte 
der drei Kreise auf emem Hauptkmise liegen. Sind 
4=(23),, &=(3l),, = (12) 
die Centralaxen im ersten und a,, a,, a; die im zweiten Systeme, so setzen wir 


sina,sina; cos (a, a;) 
mm’ 


(84.) 0, = 


z 


oder 
" | cos(a,a; 
(&) da ——— u) ö 
sına,sina, Sin(a,a;)sin(a,a,) 
oder endlich 


s(h,h; 
(86.) d.; = 608 (RR) 


ib 


sinh,sinh; 


wenn A, und A; in den von den Mittelpunkten gebildeten Dreiecken die zu 
den Seiten a, und a, gehörigen Höhen sind. Alsdann sind 
| 


I +c,CnCy mm und Z+a,44, = 
mm 
reeiproke Determinanten, d.h. a,,;(e,,) ist der Coeffieient von e,,(a,,) in der 
ersten (zweiten) Determinante, dividirt durch die ganze Determinante. Daher 
erhält man, indem man die Determinante (83.) nach den in der ersten Zeile 
und Colonne stehenden Elementen entwickelt, die Gleichung 
Za,; (sinr,cosgp,+ eosr,cotr) (sinr, 608g, + eosr, eotr") 

' 

(87.) — 08 (rr!) + eotreotr' — sr 
wo a die Centralaxe der beiden Kreise r und r’ ist. 

Sind die Winkel g, und g, alle gleich 4, also r=R und  =R', 
und ist A die Centralaxe der Kreise R und R’, so ergeben sich aus den 
Formeln (83.) und (87.) die Relationen 


vos A 
| COSt, 2... eosr 
\cosReosR' - 
( SS, eos r; C;; > Cız = V 


COST; Czı 1 CH; 
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cos A 


‘ x 
(84Y.) u U E r u 
cosReosR 


‚co8r,coßr, = 


z 


Sind die Winkel 4, = }7, die Winkel 4, einander gleich, und r' = in 


also r=R und 9,=T, und ist B der Abstand des Potenzeentrums der 
Kreise des ersten Systems von der Aehnlichkeitsaxe der Kreise des zweiten 
Systems, so ist 


sinB J 
\ - mr... eur 
cosR eos T' h s 
(90.) COS r, C;; . . ’ Ci; U 
COS N; C;; . . . C;; 
oder 
i L sın B 
(91.) Za,,cosr,sinr, = 


eosReosT’ 
Ist endlich C der Winkel. unter dem die Aehnliehkeitsaxe der Kreise 
des ersten die der Kreise des zweiten Systems schneidet. so ist 


cosl 


- — sınr, ... sinr 
eosTeos7 
0%, e an 
(92.) sr, Cı; . . 2 Ciz ee U 
sinr;, C;, 2. m 
oder 
di . . Cost! 
(93)  Za,sinr,sinr, = 


cosTeosT’ 

Mit Hülfe der Formel (89.) kann man die Gleichung (87.) auf die 
(restalt 

cotr eotr' tang Rtang R’ cos (R R’)+ cotr Fa,,cosr,sinr;cos g, 


(94.) 


+ cotr'Ia,,sinr, 608y,cosr, + Fa, sinr,c0Ssp,sinr;cosgy, = cos(rr') 
bringen. Nimmt man für den Kreis r den Orthogonalkreis R, so ist daher 


(95.) Za,,cosr,sinr,c08p, = cotr'(tg Rtgr' cos(Rr’) —tg RtgR’'cos(RR')). 


Setzt man diesen Werth in die Gleichung (94.) ein, so ergiebt sich 
endlich noch 


96 Za,;sinr,cosg,sinr,cosp, == eotreotr'(tgrtgr'cos(rr')+ 
(90.) 
tg AtgR’cosı RR”) —tgrtgR' cos (r R'\)—tgRtgr' cos (Rr')) 
. 


2 


=] 
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oder 
| 0 eotr’ eotR’ | 
(97.)  Za,,sinr,cosp,sinr;cosp = —tgRtgR’cotr cos(rr) cos(rR’) . 
cotR cos (Rr') cos(R R') 

Nimmt man in den Gleichungen (95.) und (96.) für r und r’ die 
Radien der Berührungskreise, so werden ihre linken Seiten mit denen der 
Gleichungen (91.) und (93.) identisch. Indessen will ich auf die Relationen, 
die sich aus dieser Bemerkung ergeben, hier nicht näher eingehen, da sie 
sich alle aus den in $. 5 entwickelten Sätzen direct beweisen lassen. 

Aus den Gleichungen (91.) und (93.) kann noch eine andere Gruppe 
von Formeln hergeleitet werden, wie ich durch ein Beispiel erläutern will. 
Die Aehnlichkeitsaxe dreier, mit den Kreisen r,, r3, r, concentrischen Kreise, 
deren Radien r,. 27—r,, 2n—r;, sind, nennen wir eine innere Aehnlichkeits- 
axe der Kreise r,, r3, 73. Mchneidet sie den Kreis r, unter dem Winkel 
T,, so bildet sie mit r, und r,; den Winkel n—T,. Anus der Formel (91.) 
ergiebt sich nun der Satz: 

Sind B, B,, B,, B, die Abstände eines beliebigen Punktes von den 
Aehnlichkeitsaxen T, T,, T;, T;, dreier Kreise, so ist 
sinB, 
cosT, 


sinB sinB, ,sinB, 


cosT T eos T ' eosT, . 


(98.) 4 


Daraus folgt: 

Die Cosinus der Winkel, unter denen drei Kreise con zweien ihrer 
vier Aehnlichkeitsaxen geschnitten werden, verhalten sich wie die Sinus der 
Abstände derselben von dem Schnittpunkte der beiden andern Aehnlich- 
keilsaxen. 

$. 9. 

Wir lassen jetzt das zweite System von drei Kreisen mit dem ersten 
zusammenfallen. Werden die drei Kreise r,, nr, r, von einem Kreise r in 
den Winkeln 9,, %, 9; und von einem Kreise s in den Winkeln w,, %;, 
y, geschnitten, so ist 
99, | eotr eotstg’ R+ cotr Za,, cosr,sinr; - vw, +cotsFa,,cosr,sinr, COS, 

or + eotreots Fa,; sinr,co8Sp,sinr,cosyw, = cos(rs), 


oder, indem man die beiden ersten Summen mit Hülfe der Formel (95.) 


eliminirt. 
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| 2 a,;sinr, cos, sinr, cos w, 


100.) 


= eos(rs)+tg’ Reotrcots—te R (eotrcos sR)+ cotscos(r R ). 
Man kann jene beiden Summen noch auf eine andere Art eliminiren. 

Lässt man nämlich die beiden Kreise r und s zusammenfallen. so erhält 

man zur Berechnung des Radius eines Kreises, welcher drei gegebene Kreise 

unter den Winkeln 9,, %, Y, schneidet, die quadratische Gleichung 

—=1. 


Werden ihre Wurzeln mit r und 27 —r' bezeichnet. sind also r und 


/ 


101.) eotrtg’R+ 2eotr Fa,, cosr, sinr, C08p,+>a,, sinr,cos p,sinr, cos p 


r' die Radien zweier conjugirten Schnittkreise, so ist daher 


eotr'— eotr 


102.) Za,,cosr,sinr,cosg, = tg’R 5 
und 
105.)  Sa,,cosr,sing,ecosr,;sing, = 1—-tg' Reotreotr". 


Mit Hülfe der Relation 102.) kann man die Gleichung (99.) auf die Form 


. e ' ‚pn @otr cots’-+ eotscotr’ 
(104)  Fa,sinr,cosg,sinr,cosw, = vos(rs) —tg’R 2 


bringen. Daraus folgt, indem man s=R setzt, 


+ eotr' 
2 


_ 


105.) cos(rR) = te R © 


eine Relation, mittelst deren jede der beiden Formeln (100.) und (104.) aus 
der andern abgeleitet werden kann. Ferner ergiebt sich aus der Gleichung 
104.) der Satz: 

Der Winkel zweier Schnittkreise von drei gegebenen Kreisen ist gleich 
den Winkel der beiden conjugirten Schnittkreise. 

Aus den hier entwickelten Formeln lassen sieh alle in $. 5 er- 
haltenen Resultate von neuem ableiten, wobei sich eine grosse Anzahl von 
metrischen Relationen für die dort behandelte Figur ergeben. Ich will 
hier nur einzelne Hauptpunkte herausgreifen. 

Zu drei gegebenen Kreisen r,, r,, r, eonstruire man drei Hülfskreise 
"ı, Pa, 73, die Enveloppen der Sehnen, welche die drei gegebenen Kreise 
bezüglich unter den Winkeln %,, 2, %; Schneiden. Dann ist 

(55.) sinr,cosgy, = sinr,, 
und daher nimmt die Gleichung (101.) die Form an 
eot’rtg’ R+ 2cotr Fa, cosr,sinr; + Fa, sinr,sinr, = 1. 
Ist B der Abstand des Potenzcentrums der gegebenen Kreise von der Aehn- 
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liehkeitsaxe T’ der Hüliskreise, so ist demnach in Folge der Formein (91.) 
und (93.) 


sinB 


(106.) eot rtane® R-+2eotr 
| + tn eosReosT'’ 


+tane’T' = 0. 


\Yenn es möglich sein soll, dieser Gleichung dureh drei Werthe r, 
s und 2 zu genügen, so müssen ihre Coetficienten verschwinden. Dies ist 
aber, wie leicht zu sehen, nur der Fall, wenn die Kreise r,, r», r, durch 
dieselben beiden Punkte gehen. Betrachten wir also die Kreise r, s, t als 
die gegebenen und r,, 73, rz als drei Schnittkreise, so folgt daraus, dass 
alle Kreise, welche drei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln schneiden. 
dureh dieselben beiden Punkte gehen. Da zu diesen Schnittkreisen auch 
der Orthogonalkreis und die Aehnlichkeitsaxe der Kreise r, s, £ gehören. 
so ergiebt sich wieder der Satz: 

Alle Kreise, welche von drei gegebenen Kreisen unter gleichen Winkeln 
geschnitten werden, gehen durch die Schnitipunkte ihres Orthogonalkreises mit 
ihrer Aehnlichkeitsaxe. 

Wenn die Kreise r,. r,. r, von dem Kreise s unter den Winkeln 


v., vn, vr, und von dem Kreise s’ unter den supplementären Winkeln 


' VEe- 


”) 


sehnitten werden. so ist 


. . ‚p eots’— eots 
(102.) Fa,,cosr,sinr,cosw, = tang”R ö i 


Ist s, der Radius eines Kreises, welcher den Kreis r, unter dem Winkel 
v,, r, und r, aber unter den Winkeln n—w, und n—w, schneidet, und 
ist s, der Radius des conjugirten Schnittkreises, so sind s, ... 83, 8’, ... 5; die 
Radien der acht Kreise, welche die drei gegebenen Kreise unter den 
Winkeln w,, yr., w, schneiden, falls der Sinn, in dem die letzteren zu durch- 
laufen sind, unbestimmt gelassen wird. Aus der Formel (102.) ergiebt sich 
nun die Relation 


107.) eots+ cots; +c0tss-+ COts;, = Cots+ ots; + C0ts, + Cots;. 
Insbesondere gilt der Satz: 
Construirt man die acht Kreise, welche drei gegebene Kreise berühren, 
so ist die Summe der Cotangenten der Radien der vier Kreise, welche eine 


gerade Anzahl der gegebenen Kreise positiv berühren, gleich der Summe der 
Cotangenten der Radien der vier Kreise, welche eine ungerade Anzahl der 


gegebenen Kreise positie berühren. 
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Auf ähnliche Weise ergiebt sich aus der Formel (104.) «die Relation 


| eos (rs) + eos(rs,)+eos(rs;)+eos(rs;) 


(108.) w 


n 
eos(rs )+eos(rs,) + eos(rs;) + eos(rs;). 


Ss. WW. 

Zum Schluss erwähnen wir noch einige specielle Fälle, «die man aus 
den entwickelten Formeln erhält, indem man die gegebenen Kreise alle 
oder zum Theil in Punkte oder Hauptkreise übergehen lässt. 

Bilden die beiden Kreise r und s den Winkel g, so ist, wenn s in 
einen Punkt übergeht, 

(4)  limsinscospg = — 2cotrsin’tr, 

wo r die von diesem Punkte an r gelegte Tlangente ist. Daher besteht 
zwischen den Tangenten, welche von fünf Punkten an fünf Kreise gelegt 
werden können, nicht nur die Gleichung (37.), sondern auch nach Formel 
6.) die Relation 


RW | 5.0 
109.) zZ ts —- sin =(. 


Redueiren sich die fünf Kreise auch auf Punkte, so ist diese Gleichung 
nicht verschieden von der bekannten Relation zwischen den Quadraten der 
Streeken, welche fünf Punkte einer Kugel mit fünf anderen Punkten der- 
selben (oder einer anderen) Kugel verbinden. 

Für zwei Systeme von vier Punkten ist nach (16. 

, .,# .ı,T , ’ ' 

110.) Z+sm > + sin’ a = — m ++ +m,) (m +4: -+m,). 
wie für den Fall, dass das zweite System von dem ersten nicht verschieden 
ist, bereits Joachimsthal angegeben hat (B. $. 16, 7). In diesem Falle lässt 
sich die Determinante auf der linken Seite in vier Factoren zerlegen, und 
man erhält als Bedingung dafür, dass vier Punkte auf einem Kreise liegen, 
die Gleichung 


N TEE m U u 
(111.) sin—°’sn-i+sin sm 2 +siın—“*sin—- = Q, 
\ j 2 2 2 2 Kiel 2 2 


welche mit dem Ptolemäischen Lehrsatze identisch ist. Dieselbe Bedingung 
wird dureh die leicht zu verifieirende Gleichung 

(112. m, + +m, = 0 
ausgedrückt. 
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Für zwei Systeme von drei Punkten ist (30.) 


P ’ ai T 9 T,. oc. ‚ / \ 
113.) Z+sin sin sr," = gmtangRm'tangR’cos(RR'), 


, T 


wo R und R’ die Radien der umgeschriebenen Kreise der von den beiden 
Punktgruppen gebildeten Dreiecke sind. Fallen die beiden Systeme zu- 
sammen, 50 geht diese Formel in eine bekannte Gleichung über (vgl. $. 6). 

Sind pP, P2, p; die Abstände dreier Punkte von einem Hauptkreise 
und p,. p, P; die dreier anderen Punkte von einem anderen Hauptkreise. 


VOR - 


so findet man nach Formel (96.) den von diesen beiden Hauptkreisen & 


bildeten Winkel g aus der Gleichung 

114)  Ia,sinp,sinp, = cosg. 
Werden die Seiten eines Dreiecks von einem Kreise r in den Winkeln g\. 
f». p, und die eines anderen Dreiecks von einem Kreise r’ in den Winkeln 
fi. fr, 9, geschnitten, und ist a die Centralaxe der beiden Kreise, so ist 
nach (87.) 
119.:  Fa,,cosg,cosg, = ost 
wo sich die Ausdrücke a,, auf die beiden Gruppen von Punkten beziehen. 
welche von den Polen der Dreiecksseiten gebildet werden. Daraus ergeben 
sich die bekannten Gleichungen für die Radien der einem sphärischen 
Dreieck ein- und angeschriebenen Kreise. 


11. 
Relationen in Systemen von Kueeln, Punkten und Ebenen. 
h) g 
8.1. 


Unter dem Winkel $ zweier Kugeln mit reellen Radien r und s 
und einer reellen Scehnitteurve verstehen wir den Winkel zweier nach dem- 
selben Punkte der Schnitteurve führenden Radien oder dessen Nebenwinkel. 
je nachdem r und s gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben. Da folg- 
lich das Quadrat der Uentralaxe zweier solchen Kugeln 

(1) d= r+s°—2rscosgy 
ist, so soll der Winkel zweier Kugeln, die sich nicht in reellen Punkten 
schneiden, oder die selbst imaginär sind, durch diese Gleichung definirt 
werden. Geht die zweite Kugel in einen Punkt über. so ist 
d—r’ t 


5) a en an BEER 
( 2.) lıms« VOS« —— fi —— ‘ 2 
| / — ?r 2r 
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wo t die Potenz des Punktes in Bezug auf die Kugel r ist. Redueirt sich 
auch die erste Kugel auf einen Punkt, so ist 


‘ . d 
(3.) limrscosp = — 5: 
wo d das Quadrat der Entfernung der beiden Punkte ist. Ist die zweite 
Kugel eine Ebene, und ist p ihr Abstand von dem Mittelpunkte der ersten 
Kugel, so ist 


du FE TREUEN, , 
(4.) COSy = : 


s 
Geht daher die erste Kugel in einen Punkt über, so ist 
(5.) limrcosp = p. 


In einem Systeme von sechs Kugeln nenne ich r, den Radius der 


x 
zten Kugel und z,, y,. z, (die orthogonalen Coordinaten ihres Centrums. 
In einem zweiten Systeme bezeichne ich die analogen Grössen mit Strichen. 
Ist dann d,, das Quadrat der Uentralaxe der ze" Kugel im ersten und der 
‚ten jm zweiten Systeme und g,, der Winkel. unter dem sich diese beiden 
Kugeln schneiden, so ist 

r,r, 608g, = #({r+r/—d,,) 


— ’ t / I_ a‘ | l Ba” 2 2 m? u pp.” “u „A 5 
8. Tr, ı 18,5 TI. u rn ai N SH). 


Durch Multiplieation der beiden identisch verschwindenden Determinanten 





(0,2, 9, 2,1, 4(r— e’—- y—-2°))(0,c,y',2,4(r"— ae” —y"—z"),1) 
ergiebt sich daher zwischen den Winkeln zweier Systeme von sechs 
Kugeln die Relation 

(6.) = +(0891:..C08g5 = V. 

Zwischen den Winkeln, in denen fünf Kugeln mit gemeinsamem Potenz- 
centrum von fünf beliebigen andern geschnitten werden, besteht die Gleichung 
(7.) Z+60891...C0895; =. 

Ferner ist (Man vergleiche zum Beweise die analogen Herleitungen 
auf Seite 188.) die Bedingung 
(5) =Z+0089,...008y4 = 0 


nothwendig und hinreichend dafür, dass die Orthogonalkugel R der vier 
Kugeln des ersten Systems mit der Orthogonalkugel R’ derer des zweiten 
einen rechten Winkel bildet. Sie ist stets erfüllt, wenn die vier Kugeln 
des einen Systems dieselbe Potenzlinie haben. (D. p. 352.) 

Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft >. 28 
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Endlich ist 
(9.) 
wenn die Centralebenen der beiden Systeme auf einander senkrecht stehen, 
was z. BD. stets bewirkt werden kann, wenn die Kugeln des einen Systems 
dieselbe Potenzebene haben. Wir können also den Satz aussprechen: 


Z+608p1...C08p3 =, 


Die Determinante, gebildet aus den Cosinus der Winkel, in denen n 
Kugeln von n anderen geschnitten werden, verschwindet, wenn n —>D ist, un- 
bedingt; wenn n=5 ist, falls die fünf Kugeln des einen Systems dasselbe Po- 
tenzcentrum haben; wenn n=4 ist, falls sich die Orthogonalkugeln der beiden 
Systeme rechtwinklig schneiden; wenn n==5 ist, falls die Centralebenen der 
beiden Systeme auf einander senkrecht stehen. 

Der letzte 'T'heil dieses Satzes ist nicht umkehrbar. 


8. 2. 
Wir betrachten jetzt das Produet der beiden Determinanten 
(2,9, 2, 1,4(r—e—-y—-z))(e,y,3,4(r"—-a"—y"—z'),1), 
welches gleich 


Eifel 


ist, wenn | 
r.. = 1.1,008 @,ı 

gesetzt wird. 

Den ersten Factor entwickeln wir nach den in der letzten, den zweiten 
nach den in der vorletzten Colonne stehenden Elementen. Seien 1, 2, ... 5 
die Mittelpunkte der fünf Kugeln des ersten Systems, 

o,=(2345), %=(3451), ... %=(1234) 

die Volumina der von ihnen gebildeten 'Teetraeder, £, die Potenz des Coor- 
dinatenanfangs, d. h. eines beliebigen Punktes, im Bezug auf die zte Kugel. 

Dann ist 

(2 Y,2, L, 4 (r— Ey’ 3°)) = ht ++ 0%; 

Beschreibt man um den Coordinatenanfang eine beliebige Kugel mit dem 
hadius r, welche die Kugeln r,, ... r; unter den Winkeln 9, ... @: 


oO 


schneidet, so ist in Folge der bekannten Relation 


(10.) U, +++ - Le, = 0 
der Ausdruck 


Y 


th + ..- Ost; = v, (h—r?) = ++, d,—r‘) == —2r ‚Cr, C08Yp, + "+05; C08;). 
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Daher gelangt man auf dem angedeuteten Wege zu der Formel 
(D. p. 364) 


De 


fe 16} 


\ 
an — — 56 rr' (vır, COS, +'"+P; 7, COS p5) (Or, COS p, Pe T%51;,C08@;). 
Da folglich in der zu F+r,...r« adjungirten Determinante die Elemente 
von je zwei parallelen Reihen proportional sind. so verschwindet dieselbe 
identisch, und daher ist auch ihre fünfte Wurzel 

Me = 

Aus der Gleichung (11.) ergiebt sich der Satz: 

Sind v,, ... vo; die Volumina der von den Mittelpunkten fünf gegebener 
Kugeln r,, ... r; gebildeten Tetraeder und %,, ... Y, die Winkel, unter denen 
dieselben von einer willkürlichen Kugel r geschnitten werden, so ist der Ausdruck 

(12.) r(oır,e08p,+"++0;,r,C08gQ;,) = Äh 
von der Lage und Grösse dieser Kugel unabhängig. 

In Folge dessen verschwindet der Ausdruck, wenn die fünf »e- 
sebenen Kugeln dieselbe Orthogonalkugel haben, da seine Glieder einzeln 
verschwinden, wenn man für r die Orthogonalkugel wählt. Somit ergiebt 
sich aus der Identität (11.) wieder die Bedingungsgleichung (7.). 

Wenn die fünf Kugeln kein gemeinsames Potenzeentrum haben. und 
R 


rechtwinklig schneidet, so erhält man, indem man den willkürlichen Punkt 


der Radius der Kugel ist, welche sie alle mit Ausnahme der zteu 


7 


mit dem Mittelpunkte der Kugel R, zusammenfallen lässt, 
r ®, r; COS | n_ ..— Ü- r-CGOS (p;) m 0.7. R,cos (r, R, “ 
wo (r,R,) der von den Kugeln r, und A, gebildete Winkel ist. 
Daraus geht hervor, dass der Ausdruck 
I \ u a u 
(12”, v,r„R,cos(r,R,) = Äh 
für alle Werthe des Index 2 denselben Werth hat. 
Mit Hülfe der eben ausgeführten Umformung kann die Gleichung 
(11.) auf die Gestalt 
(13.) E+r1.:rt5; = —36r Reos(r R)ier' R' cos (r' Re’ 
gebracht werden, wo auf der rechten Seite der Index 2 weggelassen ist. 
Wenn daher vier Kugeln r,, ... r, von einer fünften »(=r;) in den 
Winkeln g,. ... g, und vier andere r,. ... r,, von einer fünften r’(=r,) 
28” 
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in den Winkeln %,, -.. 9, geschnitten werden, so ist 
eos(rr!) r1608p, ...  14C08@, 


a1 |r1C08@ r RN: r ar | 
(14.) end z 1" 4“ = — 360 Rev R'cos(r R')eos(r'R). 


r,C0OS@; N! u N34 


Sind die Kugeln r und r’ insbesondere die Orthogonalkugeln R und R’ der 
beiden betrachteten Systeme von vier Kugeln, so ist (D. p. 356) 


15.) Z+tru...ra4 = —36eV RR'cos(RR). 


Lässt man die Kugeln in Punkte übergehen, so ergeben sich als specielle 
Fälle dieser Relation die von Herrn Siebeck (dieses Journal Bd. 62) ent- 
wickelten Sätze über das Produet zweier Tetraedervolumina mit den Radien 
ihrer umgeschriebenen Kugeln. Durch Division der Formeln (15.) und 
14.) ergiebt sich 


16.) SF08P 1.008 _ cos(R, R,,) 
| <+ C08$,,..-608,;; 008 (r, R,)cos . R\,) 


In der Gleichung (15.) wählen wir zur vierten Kugel des zweiten (ersten) 

Systems die Centralebene der drei ersten Kugeln des ersten (zweiten) Systems. 

Ist a(a’) der Inhalt des von den Mittelpunkten der drei ersten Kugeln des 

ersten (zweiten) Systems gebildeten Dreiecks und g der Winkel (aa'), so ist 
® v 


lim = 3acosp und lim = 3a’cosg. 


4 3 
Ist P(P') der Punkt, in dem die Potenzlinie der drei Kugeln des ersten 
(zweiten) Systems von der Centralebene der drei Kugeln des zweiten (ersten) 
geschnitten wird, £(f) die gemeinschaftliche Potenz des Punktes P(P') in 
Bezug auf die Kugeln des ersten (zweiten) Systems und d das Quadrat der 
Entfernung der Punkte P und P', so ist 
—2RR'cos(RR) = d—-t—t! 
und daher 
(17.) ZHtruraryz = 2aa cos(aa')(d—t—!). 

Zum Schluss erwähnen wir noch einige Folgerungen, die sich aus 

dem in diesem Paragraphen gefundenen Satze 


(12.) vr, cospı + '"+0r,008Y, = 


r' 


ziehen lassen, wo A eine von der Lage und Grösse der Kugel r unabhän- 
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gige Constante bezeichnet. Aus der Formel (12°) und aus der Identität 
(10.) ergiebt sich 


| 1 
{ \ ) un an — (), 
18.) r,R cos(r,R, 4 r.R.cos(r, R,, 


Nimmt man für die Kugel r eine Ebene und bezeichnet man ihren Abstand 
von dem Mittelpunkt der Kugel r, mit p,, so ist r,eosg,=p, und daher 
folgt aus Formel (12. 
(19.) 0 Ppı +" +0p; = U, 
wie man direct beweist, indem man diese Ebene zur yz-Ebene macht und 
die Determinante 
z,1,2,9,3) = 0 

nach den in der ersten Colonne stehenden Elementen entwickelt. 

Ist die willkürliche Ebene die Aehnlichkeitsebene T, der vier ersten 
Kugeln, d. h. die Ebene. welche diese vier Kugeln alle unter demselben 
Winkel T. schneidet. so ist 


v,Pp, +" .+D, u” „(1- cos(r, T. \, 


cr, ++ 0,1, = 9,1, + | 
rt u cosT, cosT. / 


Das Zeichen T, bedeutet zugleich die Grösse des Winkels, unter dem die 
vier ersten Kugeln von ihrer Aehnlichkeitsebene geschnitten werden, und 
die Stellung dieser Ebene, ebenso wie das Zeichen r sowohl für eine Kugel 
als auch für die Grösse ihres Radius gebraucht ist. Daher bedeutet (r,T,) 
den Winkel der Kugel r, und der Ebene T,. 

In Folge der eben entwickelten Gleichung haben fünf Kugeln die- 
selbe Aehnlichkeitsebene unter der Bedingung 


(20.) un ++ +t0r, = (0. 


Wenn in der Relation (12.) die Kugel r mit der Kugel eo, zu- 
sammenfällt, welche die Kugeln r,, ... r, berührt, so ist mit Weglassung 
des Index 5 

= tr, +" +er, t+ercos{ro) = er(cos(rg) — = 
und daher nach Formel (12*.) 


0 


eos/rT). 
cosT \ 4 


21.) Reos(rR) = oecos/ro)— 


Da R, T und e nur von der Lage und Grösse der vier ersten Kugeln ab- 
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hängen, so bedeutet r in dieser Gleichung eine willkürliche Kugel. Indem 
man diese der Reihe nach mit R, T und o zusammenfallen lässt, erhält man 
drei Gleichungen, aus denen sich durch Elimination von ceos(Re) und 
cos(To) ergieht 

1:9 4 


22) BR. Muss 
0° ii cosT o 


+tane’(T) = 0, 


\ 


wo B=Reos(RT den Abstand des Potenzeentrums von der Aehnlichkeits- 
ebene bezeichnet. 

Construirt man um die Mittelpunkte der vier ersten Kugeln vier 
Hültskugeln mit den Radien 

1, =T,008@,, ..-. 1N=1rC08Q,, 

so Ist 

h 

E 


Fe a a u a cos (r, T 
._ 1 1 T N 44 | Ü;T,;COS(? r-) — &;T;\ OS(rT; aut cos(T" 
wo T’ die Aehnlichkeitsebene der Kugeln r,. ... r; bedeutet. Eliminirt 
man aus dieser Gleichung und der Formel (12*.) die Uonstante k, so _er- 


hält man 


RT r . 
GBR: Reos(sR) = recos(rs)- _—- cos(sT'). 
cos? i 


wo r.=s und R.=R 
kürliche Kugel s der ] 


vesetzt ist. Lässt man in dieser Relation die will- 


< 


ud 


eihe nach mit A, T und r zusammenfallen. so er- 
hält man drei Gleichungen, aus denen sich durch Elimination von cos(r R) 
und cos(rT’) ergiebt 

I ,.2B 


22”) R- 


1 > ’ 
r +tane" T = Q(, 
Troy, riang 1 ( 


wo B= Reos(RT'\) den Abstand des Potenzeentrums der gegebenen Kugeln 
von der Aehnliehkeitsebene der Hültskugeln bezeichnet. Auf die Gleichung 


(22”,),, welche zur Berechnung der Radien der beiden Kugeln dient, die vier 


gegebene Kugeln r,, ... 7; unter gegebenen Winkeln 9,, ... Y, schneiden, 
komme ieh unten ($. 9) noch einmal zurück. 

Wenn in der Relation (11.) die fünf Kugeln in Punkte übergehen, 
so lautet sie 

(23.) Etrtdrr:äs — 288 (v,d, +..+9,d,) (od, + +0,d,), 
wo di. ... d; (di.... d,) die Quadrate der Abstände eines beliebigen Punktes 
von den fünf Punkten des ersten (zweiten) Systems bedeuten. Daraus er- 


giebt sich der Satz: 
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du id € 


Sind v,. ... v, die Volumina der von fünf Punkten gebildeten Tetraeder, 
und ist d, das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Punktes vom z'”" 
Punkte, so ist der Ausdruck 

vd, + +v.d, = k 
von der Lage dieses Punktes unabhängig und verschwindet, wenn die fünf 
Punkte auf einer Kugel liegen. 

Diesen Satz hat Möbius im 26. Bande dieses Journals aus der von 
Lagrange entdeckten Eigenschaft des Schwerpunktes abgeleitet. Lässt man 
den willkürlichen Punkt mit dem Mittelpunkt der dem "Tetraeder ©- um- 
schriebenen Kugel A, zusammenfallen, so erhält man 

k=(0,+:+e,)R’+v,d, = v,(d,— R;) = v,t,, 
wo t, die Potenz des fünften Punktes in Bezug auf die Kugel AR, bedeutet. 
Daraus folgt (vergl. Bauer, Bemerkungen über einige Determinanten geome- 
trischer Bedeutung, Sitzungsberichte d. math. phys. Classe d. Acad. d. Wissen- 
schaften zu München, Jahrgang 1872, p. 551 

In einem System von fünf Punkten ist das Product aus dem Volumen 
des von irgend vier derselben gebildeten Tetraeders und der Potenz des fünften 
in Bezug auf die diesem Tetraeder umschriebene Kugel constant. 

Aus der Gleichung 4%, = -=t,e, und der Formel (10.) folgt 


I). h. Die Summe der reciproken Potenzen jedes von fünf gegebenen 

Punkten in Bezug auf die durch die vier anderen gehende Kugel ist gleich Null. 
len 
6,3. 

Wenn in der Formel (9.) die drei Kugeln r,, nr. r, dieselbe Potenz- 
ebene haben, r, und r, mit r, und r, zusammenfallen, r, aber eine beliebige 
Kugel ist, die mit r,. r,. r; die Winkel %,. %.. %; bildet. so ist 

1 cosrır,) COSY, 
cos (tr; r,) l C08gp, =, 
cos {rzr,) COS(rzr,) COS; 
oder nach Unterdrückung des Factors sin (r, r;) 
(24.) sin (7, 73) C08Y, + sin (rzr,) C08,-+ sin (r,r,) C08Y, =, 


wo man für (r,r;), (rsr,) und {r,r,), um sie von ihren Ergänzungen zu 2n 
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zu unterscheiden, die Winkel der Kreise nehmen muss, in denen die drei 
Kugeln von einer dureh ihre gemeinsame Centralaxe gehenden Ebene ge- 
schnitten werden. 

Wenn in der Formel (8.) die vier Kugeln r,. ... r, dieselbe Potenz- 
linie haben, r,, r,. r;, mit r,. r,, r, zusammenfallen, r, aber eine beliebige 
Kugel ist, die r,. ... r, in den Winkeln 9, ... 4 schneidet, so ist 


1 cos(r,r,) cos{rır,) COSQ, 
f7 ki gr a \ 1 » ‘ d; . . \ s 
COST, Tr, COS (Tr) COS @a3 0 
cos(rzr,) O8 (r3r,) 1 COSY; 


eos(rir,) Cos(rir) CoOs(rir,) COSY;, 
oder nach Unterdrückung des Factors sin (r,r3r;) 
95 sin (r; 7373) 608 p, + Sin (rzr,r3) C08 p-+ Sin (rirar,) 08 p; 
(Z9. 
+ sin (rn r3)C08y =. 
Hier bedeutet sin(r,r,r,) den Sinus der von den drei Radien gebildeten 
Keke, welche einen der beiden gemeinsamen Schnittpunkte der vier ge- 
sebenen Kugeln mit den Mittelpunkten der Kugeln r,, r,. r, verbinden. 
Vertauscht man den einen Schnittpunkt mit dem andern, so wechselt 
sin(r,rsr,) das Zeichen. Die vier in der letzten Formel vorkommenden 
Sinus beziehen sich alle auf denselben Schnittpunkt. 
Werden fünf Kugeln mit gemeinsamem Potenzcentrum von fünf be- 
liebigen andern geschnitten, so ist nach Formel (7.) 
fen 9 NO, 
| . == U. 
Yı **. fa 156089; 


wo g, für g, geschrieben ist. Entwickelt man diese Determinante mit 
Hülfe der Relation (15.) nach den in der letzten Colonne stehenden Ele- 
menten, so erhält man nach Unterdrückung des Factors — 36 Ro, R,cos(RR,,) 
die Gleichung 
(26.) Ur, COSpı ++ %,7,0089,; =V. 
die oben aus der Beziehung (12.) abgeleitet worden ist. 
Werden fünf Kugeln r,, ... r; von einer sechsten r in den Winkeln 
Pix -.. 9 und fünf andere Kugeln r,., ... r, von einer sechsten r’ in den 
Winkeln g,. ... 9, geschnitten, so hat man nach Formel (6.) zur Berech- 
nung des Winkels (rr')=g die Gleichung 
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CO8P  CO8Y, COS; 


COSY%, COSPı +++ ECOBSPp5I — N. 


COSp,  COSGpa = + COSPs 
Entwickelt man diese Determinante mit Hülfe der Formel (16.) nach den 
in der ersten Zeile und Colonne stehenden Elementen, so erhält man die 
Gleichung 
(27) c0p = 5 RE) — COS P, COS. 
cos(r,R,)ecos(r,R;) 
Wenn insbesondere die Kugeln des zweiten Systems die des ersten, jedes 
Mal mit Ausnahme von einer, rechtwinklig schneiden, so ist 


. COSY,CoOS et | 
(28.) COSG > . > 
cos(r,R,) 
Construirt man zu einem System von sechs Kugeln ein zweites, dessen 
Kugeln die des ersten, jedes Mal mit Ausschluss von einer, unter gleichen 
Winkeln (g,) schneiden, und bezeichnet man den Winkel (r,r,) mit w,, 
so Ist 
4 Sp SB... (> BE 
COS ya — COSW, 

Wenn die Kugel r die fünf Kugeln r,, ... r; unter demselben 
Winkel % schneidet, so erhält man aus Formel (27.) zur Berechnung 
dieses Winkels die Gleichung 

(30.) i B ; cos(R,R;) 
...c08°4 cos(r, R,)ecos(r;, R,;) 
Durch direete Anwendung der Formel (6.) findet man für g die Gleichung 
‘ ‘ / = . , t . , ( . 
(31.) Sktangy = 2r,...r; Y(- 2 E+sin’ Zu ..-sin? Se), 


> > J 


in der 4 dieselbe Bedeutung hat, wie in Gleichung (12.). Für den Radius 

r findet man aus (12.) 

Be vie Br 

co8yp (Or, 4 "+, r,) 
Aus (31.) folgt, dass fünf Kugeln von derselben Kugel berührt 

werden unter der Bedingung (D. p. 369) 


(31%) Erst ie..sinte = 0. 


Wenn der Gosinus des Winkels, den zwei Kugeln bilden, gleich | 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 3. 29 
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ist, so sagen wir, dass die Kugeln sich berühren. Ist o eine Berührungs- 


kugel der Kugeln r,, ... r,, so ist nach Formel (14.) 
1 1 he 1 
’ 
1 COS@Q,, E COSpu) — <—n 2) 
| r 
. . we Mi . | 1 
l C08pa +. COSpy| 
oder unter Anwendung der in I. $.6 gebrauchten Umformung 
| 3eReos(Ro) 
(33.) 


[= 2r,...1, sin _ sin 7 +sin- 5 sin - . + sin - t sin Fa). 
S. 4. 

Unter dem Innern einer Kugel verstehen wir den Raum, in welchem 
ihr Centrum liegt, oder den, in welchem es nicht liegt, je nachdem ihr 
kadius positiv oder negativ ist. Die innere Normale betrachten wir als die 
positive Normale sowohl der Kugel als ihrer Berührungsebene in dem Fuss- 
punkte. Der Winkel zweier Kugeln ist der Winkel ihrer positiven Nor- 
malen in einem gemeinschaftlichen Punkte. Zwei auf einander liegende 
Kbenen nennen wir nur dann zusammenfallend, wenn ihre positiven Nor- 
malen gleiche (nicht entgegengesetzte) Richtungen haben. Diesen Defi- 
nitionen gemäss umhüllen die gemeinsamen Berührungsebenen zweier Kugeln 
nicht zwei, sondern nur einen Berührungskegel, dessen Spitze der Aechn- 
lichkeitspunkt der beiden Kugeln ist. Ferner haben drei Kugeln nur eime 
Achnlichkeitsaxe, die gerade Linie, welche sie unter gleichen Winkeln 
schneidet, und vier Kugeln nur eine Aehnlichkeitsebene, die Ebene, welche 
mit ihnen «leiche Winkel bildet. 

Ist # das Quadrat der gemeinsamen Tangente zweier Kugeln r und 
s, g Ihr Winkel und d das BEN ihrer Centralaxe, so ist ganz allgemein 

(34.) — d—(r—s)' = 4rssin’ tg. 

Ist die erste Kugel ein Punkt, so ist f dessen Potenz in Bezug aut 
die andere Kugel. Sind beide Kugein Punkte, so ist # das Quadrat ihrer 
Entfernung. Ist s eine Ebene und p ihr Abstand von dem Centrum von 
r, so ist 


“sy” . t . : 
135.) lim = Irsin’ dp = 2(r—p). 


Geht r in einen Punkt über, so ist daher 
2. ; 
(36.) lim ohne —2p. 














Sind 


sam 


s0 4 


und 


zwi 


die 


dei 


die 


G 




















Frobenius, Anwendungen der Determinanten auf die Geometrie. 


Sind r und s Ebenen, so ist 
(37.) lim — —= 4sin’}g. 

Ist in zwei Systemen von sechs Kugeln £,, das Quadrat der gemein- 
samen Tangente der ze" Kugel des ersten und der Aten des zweiten Systems, 
so erhält man dureh Multiplieation der beiden Determinanten 

0 099909 1 


za y sn 1 atytzs-—r 


und 
0 () () 0 () 1 () 


i l 


0 °-22 -Yı -2%3 Pr zstyta nn 1 


zwischen den gemeinsamen Tangenten zweier Systeme von sechs Kugeln 
die Gleichung (D. p. 366) 
\ ME ren 


3 Lt: wo 
1 La, . . . I; 
Für zwei Systeme von fünf Kugeln ergiebt sich durch Multiplieation 
der Determinanten 


000009 1 0 () () 0 | () 
E Yı 3| r; 1 2 +yYı+ 3! —rı u. 2, 2y, m. 22, 2r, c, yı +2 rn | 
| 
die Relation 
wie, 1 
(39.) Ih is = 5rblen + +or)(eiri + +esr, 


EEE 
Nun ist aber mit Weglassung des Index 9 


35 


cos(r T) \ 

eosT 

wo T die Aehnlichkeitsebene der vier ersten Kugeln ist. Daher nimmt die 
Gleichung (39.) die Gestalt an 

Jr 

1 


| RP cos(rT)‘ cos(r' T’) 
bu rer bs — rer (1 \ (1 —— 2). 


vr, r +01, = dv r( 1— 


| 
1} 
eosT cos T' 


(40.) 


Ha 


0 a 
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die Determinante, welche man durch Zusammensetzung der beiden Systeme 
von Elementen 


00009 ) 000% | 0 


we 


I} | 
2 2 ? RO ‚2 „2 5 ' | 
ey aındl Her —- %—-9ı—-3)|% Yı 3 —rı sr —e°—Yı —2) 1| 


m Pr Fan y 2 2 La 0 ! e 2 7 IB} BD) | 
Ti Yı 24 Ti 1 (—-%—-Yy—3)||0, Yı 3% 1; 4(r, 7 —-y, —3,) 1 


We 


erhält, ist gleich der Summe von sechs Determinantenprodueten, von denen 
die beiden letzten verschwinden. Das vierte hat den Werth —36e0' und 
die Summe der drei ersten ist unter Anwendung der Bezeichnungen des 
S. 8 gleich 3600 Fa,;r,r,. Nun ist aber, wie wir später zeigen werden, 


‚mp cosl 
(76.) ZSa,r,r, = — 
u eosTeosT 


wo C den Winkel der beiden Aehnliehkeitsebenen 7 und T’ bezeichnet. 
Daher gelangen wir zu dem Resultate 
u 4735 
cosl 
(41.) IM 42 nl > 28800 (1- )- 


cos TcosT" 
+ Br 
Aus der Gleichung (40.) ergiebt sich zwischen den Tangenten, welche fünf 
Kugeln mit derselben Aehnliehkeitsebene mit fünf ‚beliebigen anderen ge 
meinsam haben, die Beziehung 


AM 
(42.) a u; a 


th 


Wenn in der Formel (+1.) die Mittelpunkte der vier Kugeln des 
ersten Systems auf einer Ebene liegen, so ist ©=0, gleichzeitig aber 
cosT=0 ausser in dem Falle, wo die vier Kugein dieselbe Aehnlichkeitsaxe 
haben, und wo 7 unbestimmt ist. Zwischen den Tangenten, welche vier 
Kugeln mit derselben Aehnlichkeitsaxe mit vier beliebigen anderen Kugeln 
gemeinsam haben, besteht daher die Relation 


BR 


(43.) 1 t,, 0.0. tb; due 0. 
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Wenn in diesem Falle die drei ersten Kugeln des ersten Svstems denselben 
Aehnlicehkeitspunkt haben, so kann für r, jede beliebige Kugel venommen 
werden. Wählt man dafür die gemeinsame Berührungsebene der drei ersten 
Kugeln des zweiten Svstems, so erhält man die Relation 


et rn 
(44.\ a 22, 0. 
$. 9 


Zwischen den Winkeln. in denen vier gegebene Kugeln von vier 
andern «eschnitten werden, möge die Beziehung 
45.) cosp, = keosy„,+Fk,cosyp.+h;cosgy, 
bestehen. wo 4,. %,, k, drei von z unabhängige Parameter sind. Alsdann ist 
Z+608SQ,,...C0O8ya = UV 
und daher nach Formel (15.) vos(RR"\=0. Daher ist AR’ die Orthogonal- 
kugel der vier Kugeln r,, rn, rn, und A, bleibt also ungeändert. wenn r, 
vemäss der Bedingung (45.) varırt. 

Alle Kugeln, welche vier gegebene Kugeln unter Winkeln schneiden. 
deren Cosinus dieselben vier homogenen linearen Functionen von den ÜCosinus 
der Winl:el sind, in denen die vier gegebenen Kugeln von drei bestimmten 
Kugeln geschnitten werden, haben mit der Orthogonalkugel der gegebenen Kugeln 
dasselbe Potenzcentrum. 

Ist die Kugel r, willkürlich und ist 

46.) COSY, = k,C08g,, + MlrC08SYy,, 
so ist wieder eos(RR’) = 0, und daher schneidet jede Kugel AR’, welche 
mit r,. 5, r, einen rechten Winkel bildet, auch R orthogonal oder die 
Kugeln r;, r,, r, und R haben dieselbe Potenzlinie. Da diese schon durch 
die Kugeln r,, r, und AR bestimmt ist, so erhält man, indem man die Kugel 
r, gemäss der Bedingung (46.) variiren lässt, den Satz: 

Alle Kugeln, welche vier gegebene Kugeln unter Winkeln schneiden, 
deren Cosinus dieselben vier homogenen linearen Functionen von den Cosinus 
der Winkel sind, unter denen die vier gegebenen Kugeln von zwei bestimmten 
Kugeln geschnitten werden, gehen durch zwei feste Punkte der Orthogonal- 
kugel der gegebenen Kugeln. 
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Auf analoge Weise ergeben sich aus der Formel (41.) die Sätze: 

Wenn die z' von vier gegebenen Kugeln mit drei festen Kugeln die 
Tangenten yt,.., yt.., yt, und mit einer veränderlichen Kugel die Tangente 
yt, gemeinsam hat, und wenn 


am“ kt k,teotktea-k 
(47.) L EHKHk 


1 ' 


4 


ist, so hat die veränderliche Kugel mit den drei festen Kugeln eine feste Aehn- 
lichkeitsebene. 

Wenn die x'® von vier gegebenen Kugeln mit zwei festen Kugeln die 
Tangenten yt,, und yt,. und mit einer veränderlichen Kugel die Tangente yt, 
gemeinsam hat, und wenn 
kta+k,to-k 

k+k, 


ist, so hat die veränderliche Kugel mit den beiden festen Kugeln eine feste 


48.) L = 


Aehnlichkeitsaze. 

Wir wenden uns jetzt zu der Lösung der beiden Probleme. eine 
Kugel zu finden, die vier gegebene Kugeln unter gegebenen Winkeln 
schneidet, oder die mit ihnen Tangenten von gegebener Länge gemeinsam hat. 

Wenn in der Formel (15.) r, und r, willkürliche Kugeln sind, so 
ist R’ irgend eine Orthogonalkugel der Kugeln r, und r,, die wir hier mit 
r und s bezeichnen wollen. Die Winkel 9, und , mögen g, und y, 
heissen. Ist dann 


COSYp COS@, COS, CUSY 
(49.) ae — N 


cosy,  COSW,  COSW,  Cosw, 


’ 


so ist F+6089Y,,...608Y, = 0 und daher eos{AR’)=0. Daher bildet jede 
Kugel AR’, die r und s rechtwinklig schneidet, auch mit R einen rechten 
Winkel, und mithin haben die Kugeln r, s und AR dieselbe Potenzebene. 
Indem man die Kugel s gemäss der Bedingung (49.) variiren lässt, erhält 
man den Matz: 
Alle Kugeln, welche vier gegebene Kugeln unter Winkeln von propor- 
tionalen Cosinus schneiden, gehen durch einen festen Kreis ihrer Orthogonalkugel. 
Man zeigt leicht, dass 
sin(r R) 
sin (sR) 


50) k= —-(ABCD) 


ist, wenn A, B, C die Mittelpunkte der Kugeln r, s, R und D der 
Aehnliehkeitspunkt der Kugeln r und s ist. Unter den Kugeln. welche 
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durch die Schnitteurve von r und R gehen, befindet sich auch eine Ebene. 
Wählt man diese für die Kugel s und nennt man p,, --- p, Ihre Abstände 
von den Mittelpunkten der Kugeln r,, ... r,, so Ist 


). 
cosw, = B u 
f P, 


r„COSp, 


Wir eonstruiren vier mit den gegebenen eoncentrische Kugeln mit den Radien 
(DE): Bein, onng,. 


Diese werden von den Ebenen umhüllt, welche die gegebenen Kugeln be- 


züglich unter den Winkeln 9,. ... Y, schneiden. Alsdann ist 
p, | 
p zZ 
z 


oder die Ebene s schneidet die vier Hülfskugeln unter „leichen Winkeln 
und ist daher ihre Aehnliehkeitsebene. 

Varüren vier Winkel so, dass sich die Verhältnisse ihrer Cosinus nicht 
ändern, so umhüllen die Ebenen, welche vier gegebene Kugeln bezüglich unter 
diesen Winkeln schneiden, vier veränderliche Kugeln mit fester Aehnlichkeits- 
ebene, und eine Kugel, welche die gegebenen Kugeln bezüglich unter diesen 
Winkeln schneidet, geht durch den Schnittpunkt ihrer Orthogonalkugel mit jener 
Aehnlichkeitsebene. 

ist F ein Schnittpunkt der Kugeln r und r,, die den Winkel 4, 
bilden, so schneidet die m F an die Kugel r gelegte Berührungsebene die 
Kugel r, unter dem Winkel %,, ist also eine Berührungsebene der Kugel 


r,. Ist daher yt, der Radius des Kreises, in welchem diese Ebene die 


Kugel r, schneidet, so sind &, ... £, die Quadrate der Taangenten, welche 
die Kugel r mit den Kugeln r,, ... r, gemeinsam hat. 


Wir brechen jetzt diese Untersuchung für einen Augenblick ab und 
wenden uns zur Formel /41.). In dieser betrachten wir die Kugeln r\, ... r, 
als gegeben, r, und r, als willkürlich und bezeichnen r, und r, mit r und 
s, t, und &,, mit £, und a,. Ist dann 


52.) tu =sh-wetb— u, =u-um=k, 
so verschwindet die Determinante auf der linken Seite der Formel (41.) und 


daher ist 
cos — eos Teos T", 


wo T irgend eine Ebene bedeutet, welche die Kugeln r und s unter gleichen 
Winkeln schneidet, also durch ihren Aehnlichkeitspunkt geht. Ist 7 
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insbesondere eine ihrer gemeinsamen Berührungsebenen, so ist 
cost = eosT. 


Die gemeinsamen Berührungsebenen der Kugeln r und s haben also mit 
den gegebenen Kugeln r,, ... r, die Aehnlichkeitsebene 7’ gemeinsam, 
d.h. sie werden von derselben unter dem Winkel T geschnitten. Daher 
steht die Gentralaxe der Kugeln r und s auf der Ebene T’ senkrecht, und 
ihr gemeinsamer Berührungskegel bildet mit ihr den Winkel T. Derselbe 
ändert sich folglich nicht, wenn die Kugel r fest bleibt, s aber gemäss der 
Bedingung (92.) varürt. 

Alle Kugeln, welche mit vier gegebenen Kugeln Tangenten gemeinsam 
haben, deren Quadrate sich um dieselbe Grösse unterscheiden, haben denselben 
Aehnlichkeitspunkt, und ihre gemeinsamen Berührungsebenen haben mit den ge- 
gebenen Kugeln dieselbe Aehnlichkeitsebene. 

Kine der Gleichung (50.) analoge Beziehung erhält man dureh fol- 
gende Betrachtung. Ist r irgend eine Kugel, welche mit den gegebenen 
Kugeln r,, ... r, dieselbe Aehnlichkeitsebene hat, und sind £ und « die 
(Juadraie der Tangenten, welche die Kugeln r und s mit r’ gemeinsam 
haben, so ist {—-a=%# Für r' kann man die Kugel wählen, welche dureh 
die Schnitteurve des oben erwähnten Kegels mit der Ebene T’ geht und 
diesen Kegel berührt, da diese, ebenso wie der Kegel die Ebene 7’ unter 
dem Winkel 7’ schneidet. Ist O0 der Schnittpunkt einer Kante des Kegels 
mit T und sind P und Q ihre Berührungspunkte mit r und s, so ist 
oP=t O00’=u und 

(03., tI-u =tL,—u.. 
Unter den Kugeln, welche jenen Kegel berühren, befindet sich auch 
ein Punkt S, die Spitze des Kegels. Wählt man diesen für s, so ist 
u = d,—r,. 
wo d, das Quadrat der Entfernung des Punktes S von dem Centrum des 
Kreises r, ist. Consiruirt man vier mit den Kugeln r, eoncentrische Kugeln, 
deren Radien r, durch die Gleichung 
(4) nn = t,+r 


4 


bestimmt sind. so ist 
k=t,—u,=—(d, —r,). 


Ks sind also die Tangenten, die sich von S an die Kugeln r,, ... r, ziehen 


lassen, von gleicher Länge, oder S ist das Potenzeentrum der Kugeln r,, ... r.. 














nic 
989 
ent 
Ku 
St 
Eb 


se 


wi 
Je 

co 
sc 
lic 


sc 




















Frobenius, Anwendungen der Determinanten auf die Geometrie. 233 


Varüren vier Strecken so, dass sich die Differenzen ihrer Quadrate 
nicht ändern, so beschreiben die Punkte, welche auf den Tangenten von vier 
gegebenen Kugeln bezüglich um diese Strecken von den Berührungspunkten 
entfernt liegen, vier veränderliche Kugeln mit festem Potenzcentrum; und eine 
Kugel, welche mit den vier gegebenen Kugeln Tangenten von der Länge dieser 
Strecken gemeinsam hat, berührt die durch jenes Potenzcentrum gehenden 
Ebenen, welche mit den gegebenen Kugeln dieselbe Aehnlichkeitsare haben. 
Aus den entwickelten Sätzen ergeben sich drei Construetionen der 


Kugel r, welche vier gegebene Kugeln r,, ... r, unter gegebenen Winkeln 
(is «-- 9, schneidet (mit vier gegebenen Kugeln r,. ... r, Tangenten von 
gegebener Länge yt,, ... yt, gemeinsam hat), von denen wir hier nur eine 
ausführen wollen. 

Man construire die Hültskugeln r,. ... r,. die Enveloppen der 
Ebenen, welche die gegebenen Kugeln bezüglich unter den Winkeln 1. ... 4, 


schneiden. (Man construire die Hültskugeln r,. ... r,. die Orte der Punkte, 
welche auf den Tangenten der gegebenen Kugeln bezüglich um die Strecken 
ytı. ... yt, von den Berührungspunkten entfernt liegen.) Durch das Centrum 


der Orthogonalkugel AR der Kugeln r,. ... r, lege man einen geraden 
Kegel, dessen Kanten mit der Aehnlichkeitsebene T’ der Kugeln r,. ... r, 


den Winkel T’ bilden. Alsdann sind die beiden Kugeln r und r, welche 
diesen Kegel berühren und dureh die Schnitteurve der Ebene 7’ mit der 
Kugel R gehen, die verlangten. 

Die beiden mit ihnen coneentrischen Kugeln. deren Kadien r und 
—r' sind, welche also die gegebenen Kugeln unter supplementären Winkein 
schneiden, nennen wir conjugirte Schnittkugeln. \on «diesen beweist man, 
wie in 1. $.5 die Sätze: 

Die Orthogonalkugel von vier Kugeln geht durch die Schnitteuree von 
je zwei conjugirten Schnittkugeln und halbirt die von ihnen gebildeten Winkel. 

Das Potenzcentrum von vier Kugeln ist der innere Achnlichkeitspunkt 
von je zwei conjugirten Schnittkugeln. 

lerner ergeben sich die Sätze: 

Alle Kugeln, welche vier gegebene Kugeln unter gleichen Winkeln 
schneiden, gehen durch die Schnitteurve ihrer Orthogonalkugel mit ihrer Achn- 
lichkeitsebene. 

Alle Kugein, welche drei gegebene Kugeln unter gleichen Winkeln 
schneiden, haben deren Aehnlichkeitsaxe zur Potenzlinie. 
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Alle Kugeln, welche zwei gegebene Kugeln unter gleichen Winkeln 
schneiden, haben deren Aehnlichkeitspunkt zum Potenzcentrum. 

Alle Kugeln, welche mit vier gegebenen Kugeln Tangenten von gleicher 
länge gemeinsam haben, berühren den durch deren Potenzcentrum gehenden 
Kegel, dessen berührungsebenen mit den gegebenen Kugeln dieselbe Aehnlich- 
keitsebene haben. 

Alle Kugeln, welche mit drei gegebenen Kugeln Tangenten von gleicher 
Länge gemeinsam haben, haben deren Potenzlinie zur Aehnlichkeitsaxe. 

Alle Kugeln, welche mit zwei gegebenen Kugeln Tangenten von gleicher 
Länge gemeinsam haben, haben deren Potenzebene zur Aehnlichkeitsebene. 

lindlich ergiebt sich daraus: 

Die beiden Berührungskugeln von vier gegebenen Kugeln gehen durch 
die Schnitteurve ihrer Orthogonalkugel mit ihrer Aehnlichkeitsebene und be- 
rühren die durch das Potenzcentrum gehenden Ebenen, welche mit den vier 
gegebenen Kugeln die Aehnlichkeitsebene gemeinsam haben. 

Auf dem am Ende des $. 5, I. angegebenen Wege ergiebt sich aus 
diesem Matze die Gergonnesche Lösung des Apolloniusschen Berührungs- 
problems. 


$. 6. 
Für ein System von sechs und ein zweites von fünf Kugeln erhält 
man durch Multiplication der Determinanten 


0 2 yı 3 1 Ir -e-y-23) 0000 | 0 
Oma 1 dn-aigz) 0 m ya derart year) 1 


0% 1 In -u-n-%) 05% lo —-) 1 


| Par 


die Relation 


l "ıı Nıs 

ww 1 Vo 7 [. 
(58.) | ° “le 0. 

* [2 . [3 | 

Yu 

1 "or . . . Nos ' 


Für ein System von fünf und ein zweites von vier Kugeln ergiebt sich auf 
dem in $. 2 angegebenen Wege durch Multiplieation der Determinanten 
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ı-yn-3) 000 | 0 


iz yı 3 Ir -ei —-yi 2) ] 


N m 


2 ? 
-— n—p—3 


5% 5 1 4-5 --3) ı,y  IYı) -y —y—2) | 


Pz == 1 / > . . . N» ‘ hd 4 
(56.) “ u _ Dr 3ber(®, "| COS fı . RE 4 UT. COS f = ia 


1 N-ı . 5 . N;4 
wo, wiein$. 2, 9. ... 9, die Winkel sind, unter denen die Kugeln r,, ... r; 
von einer beliebigen Kugel r geschnitten werden. Für den Fall, dass die 
Radien der Kugeln verschwinden, geht diese Relation in eine von Herrn Bauer 
in der oben ($. 2) eitirten Abhandlung (S. 345) entwickelte Formel über. Ist 
r die Orthogonalkugel AR der vier ersten Kugeln des ersten Systems, so ist 
r (©, r,C08SY, + "+ 95r,C08p;,) = er,Recos(r;,R). 
Dividirt man daher die Gleichung (56.) dureh r;. so erhält man 
| 


„ FIEOSPi - 2 14008; 


36r®r Reos(r R. 


. 
=] 
Nat 
—— 
— 
-— 
— 
P= 
1) 


WO Pix». Y, die Winkel sind, in denen die Kugeln des zweiten Systems 
von der Kugel »" (=r,;) geschnitten werden. Ist r’ insbesondere die Aehn- 
lichkeitsebene T der vier Kugeln des zweiten Systems, so ist 

u Aa en 
b 


ii eng Ar 
(98.) 2 | — — 36en —.., 
IRRE OR cos 1 


eu Pre 


wo B der Abstand des Potenzeentrums der Kugeln des ersten von der 
Aehnlichkeitsebene derer des zweiten Systems ist. Die Gleichung (58. 
hat die Form 
B Ä 
eos T" uni kr, tt tkr,, 
wo die Grössen k,, ... k, ungeändert bleiben, wenn die Radien r,, ... r, 
ihre Zeichen wechseln. Aus dieser Bemerkung ergeben sich für die acht 


30 * 
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Aehnliehkeitsebenen von vier Kugeln eine Reihe von Beziehungen, auf die 
ich hier nieht näher eingehen will. 

Ist in der Gleiehung (57.) die vierte Kugel des zweiten Svstems r; 
die Orthogonalkugel r der Kugeln des ersten Systems, so folgt aus ihr 
die Formel 

re 
99.) 0. 0.0 —12ef'Reos(fR), 
N 
wo f’ die Fläche des von den Mittelpunkten der Kugeln des zweiten Systems 
gebildeten Dreiecks und (f'R) der Winkel ist, den die Ebene dieses Drei- 
eeks mit der Kugel R bildet. 


l. 


AI: 


Fir zwei Systeme von fünf Kugeln erhält man dureh Multiplieation 
der beiden Determinanten 


00000 | 0000 1 0 


a >» 2 .. 2 | ! ! ! 2 2 1? IN | 
2 y z 1 Arm - my —-z) 0m yı 3 Ar -e’-y —z) 1 


die Relation (D. p. 364) 


Be 7,727 
60.) 1 !ıı a er RT; u (. 


Br Bun) 30, N 
Diese ist zwar nieht verschieden von der bekannten Relation (B. $. 16, 15) 
zwischen den Quadraten der Strecken, welche fünf Punkte des Raumes mit 
fünf anderen verbinden, aber weit brauchbarer für die verschiedenartigsten 
Anwendungen, da sie zwei mal fünf unbestimmte Parameter r,, ... r;., 
Ya ... r, enthält, denen man endliche, verschwindende oder unendlich grosse 
Werthe beilegen kann. Wenn man durch diese dividirt, so nimmt die 
Formel (60.) die Gestalt an (D. p. 385) 
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Seien R,, ... R, die Orthogonalkugeln der fünf Kugeln des ersten Systems, 


) 





























V,.... V, die Volumina der von den Mittelpunkten der Orthogonalkugeln 
eebildeten Tetraeder, und sei 

R,; = R,R;,eos(R,R;). 
Entwiekelt man die Relation (60.) mit Hülfe der Formel (15.) nach den in 
der ersten. Zeile und Colonne stehenden Klementen, so erhält man die 
Gleichung 


62.) Zo,o,R, =. 
Da die Kugeln r,, ... r, die Orthogonalkugeln der Kugeln A,. ... A, sind. 
so ist auch 
| oe) Sr, = 


Dividirt man die Relation (61.) durch I+e0sg,,...C08Y;,, und entwickelt 
sie mit Hülfe der Formel (16.) nach den in der ersten Zeile und Colonne 
stehenden Elementen, so findet man 

cos(R,R,) ) 


} cos(r,R,)cos(r,R,) r,r: 





Kbenso ist 
_ cos(r,r,) 4 
62.) > - — I — A), 
cos(r„R,)cos(r; R, R,R, 


"allen die Kugeln vr, mit den Kugeln R, zusammen, so nehmen die Formeln 
62.) und (64.) die Gestalt an 
mo: > % “ y . j * \ f 1 — 
(66. Zv,V,.r,R.cos(r,R,) = 0 
und (D. p. 384) 
PR 1 
bi.) > - = 
r„R,ecos (r,R,) 


Jurch Multiplieation der beiden Determinanten 


0000 1 Ks zaı 1 0 


2.21 Aır- 2 -W-—-z)\ | u z Ar? 2? — u? —z%) 1 
2 9ı &ı 3 \(fı "I Yı = 3)| 10, Yı 3 if, — I, —Yı 1) 


erhält man die Relation (D. p. 356) 
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Wir dividiren die letzte Zeile (Colonne) durch r, (r,) und wählen für r, 
(r,) die Centralebene der drei ersten Kugeln des ersten (zweiten) Systems. 
Ist f(f') die Fläche des von den Mittelpunkten der Kugeln des ersten (zweiten) 
Systems gebildeten Dreiecks, so ist 


lim nr — 4feos (ff). lim — 4f'eos(ff} 


4 4 


und daher (D. p. 361) 

am Kl 

(69.) BEL 2227 -i = —4ff'eos( ff). 

ci Tr 
Wir dividiren die letzte Zeile (Colonne) dureh r;(r;). Sei Z/(F) die Central- 
axe der Kugeln vr, und r, (r, und r,). Wir construiren die gerade Linie, 
welche Z/ und 7 rechtwinklig schneidet, und beschreiben um einen Punkt 
derselben eine Kugel, r;(r;), welche durch die Mittelpunkte von r, und »; 


(r, und r,) geht. Dann ist eos(ff’) = cos(!T), und wenn jener Punkt ins 
Unendliche rückt 


lim F —4/i, lim - =4/ 
und daher 
o ı 1 
(70.) l rı fa = -Ieos(lf). 


Wenn vier Kugeln r,, ... r, von einer fünften r unter den Winkeln 
fir ».. 9, und vier andere Kugeln r,. ... r, von einer fünften r’ unter den 
Winkeln g,. ... 9, geschnitten werden, so ist nach Formel (60.) 


| 


‚cos(rr") 3 1,COSPı, -..  T4COSp, 
| | 
0 1 ‚ad Bd 
4 | Be v. 
ır,c089, 1 Fu ER Far 
| 174C08Y, 1 Ni wie 44 | 















Diese Determinante entwickeln wir mit Hülfe der Formeln (15.), (97.), (68.) 
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und (69.) nach den in der ersten Zeile und Colonne stehenden Elementen. 
Die Seitenflächen des von den Mittelpunkten 1, 2, 3, 4 der Kugeln r,, ... r, 
vebildeten Tetraeders e = (1234) seien 

(1) &,=(432),, &=(413),, ,=(421), «= (123), 


die zugehörigen Höhen A,, ... A. In dem zweiten Systeme mögen die 
analogen Grössen mit Strichen bezeichnet werden. Ferner sei (a,a,) der 
Winkel der positiven Normalen der Ebenen a, und a, und 


79 a,a, C08(a,q,) c08(h,h‘) 
(dZ.) 0. > == pr 
- Ior' h,h; 


Dann gelangt man auf dem angedeuteten Wege zu der Formel 


| Za,,r,C08Yy,r,Cco8sp, 
1: | l / IN 
(13.) = —, (rreos(rr)+ RR'cos(RR'\—rR'cos(r R') —- Rr' cos(Rr'\) 
| rr / 
oder 
| | 
0 | 
p R 
(7 x r' d :os(rr') «os (r R’) 
(14) Za,r,c08gp,r,c089 = -RR| car s(rh 
| 
R eos(Rr') eos(RR') 


oder endlich mit Hülfe der Gleichung (70.) 


Il eos(l! 


(1D.) Za,r,c08p,r,co0sgp, = 


Fr 
wo Z die Uentralaxe der Kugeln r und R und ! die der Kugeln r’ und R’ 
bedeutet. 
Sind die Kugeln r und r’ insbesondere die Aehnliehkeitsebenen 7 
und 7’ der beiden Systeme von vier Kugeln, so ist 


s y 
x cost 


(76. a,,r.n = —— 
) esta eos Teos T" 


wo C der von den Aehnlichkeitsebenen gebildete Winkel ist. 


$. 9. 

Fallen in der Formel (60.) die beiden Systeme zusammen, so erhält 
man zur Berechnung des Radius r einer Kugel, welche vier gegebene 
Kugeln r,, ... r, unter gegebenen Winkeln %,, ... g, schneidet, die qua- 
dratische Gleichung 
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| 1 | 

| 1 „  FEOSpı 2. T4CO8p4) 

| | 

| 41 

| - 0 1 ve: .: 

(77.) N ! | _- 0. 

| r, eoO>S pP 1 Nr; en Nı4 | 

| | 
r,cosy 1 Faı a ra 


En 1 . r i 
In dieser Gleichung ist der Coeffieient von „„ nach Formel (15.) gleich 


36e’R‘. Das eonstante Glied ist, nach den Formeln (68.) und (69.) ent- 
wickelt 
360’ (Fa,;r,c08p,r,c608p,—1). 


Uonstruirt man vier mit den Kugeln r, eoncentrische Hültskugeln, deren 


Radien r,=r,cosp, sind, so ist dieser Ausdruck nach Formel (76.) bis auf 


den Factor 36 
BIER. VRR RRRER, ren tang’ T, 
.... cos’T' 
wenn T' die Aehnlichkeitsebene der Hülfskugeln ist. Endlich ist der Coef- 
u 2 \ 
fiecient von — —- gleich 
m 


0 r, a r; 


EEE ra. 


| 1 N . . » Yaal 


Wenn man in dieser Determinante die Elemente der ersten Colonne. mit 
4(r;—r;‘) multiplieirt, von denen der (4-+1)ten Colonne subtrahirt, so wird 
deren (z2-+1)tes Element 


ı) 


en 3 (r; —r;) — 4 (r, -H r; -d,) - 4 (r; _ r,;) =[|[, r, cos(r, rn; ). 


uf 
Daher hat die Determinante nach Formel (58.) den Werth 
Te 
— 5b» 
osT’ 
wo B der Abstand des Uentrums von R von der Ebene T’ ist. Daher 
nimmt die quadratische Gleichung (77.) die Form an (20.) 


2B 


1 27 __ 
ze; > -F tang I =U. 


(78) R > + 


Ihre Wurzeln bezeichnen wir mit r und —r', so dass r und r’ die Radien 
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zweier conjugirten Schnittkugeln sind. Dann ist 


. 1 i 2B 
(79.) -—- —ı — — 
r r R’cosT’ 
und 
80. Br tang“T 
rr' R° 


n | 


Aus der Determinantenform dieser Coeffieienten geht hervor, dass 


| 1A 
(81.) — k, r,t‘+ hir, 
| a erZ 
und 
| “ 1 
(82. = Shurnt 
Fr a AT m 
ist. wo die Grössen k, und %,, ungeändert bleiben, wenn die Radien r,. ... r; 


ihre Zeichen wechseln. Aus dieser Bemerkung ergeben sich fünf Relationen 
zwischen den Radien der 16 Kugeln, welche vier gegebene Kugeln unter 
gegebenen Winkeln schneiden, insbesondere vier gegebene Kugeln berühren 
(wobei die Radien der gegebenen Kugeln nicht, wie bisher stets voraus- 
gesetzt wurde, bis auf das Vorzeichen genau gegeben sind). Die eine dieser 
Relationen, die sich aus der Formel (82.) ergiebt, ist in dem Satze enthalten: 

Die Summe der reciproken Producte der Radien zweier conjugirten 
berührungskugeln, welche eine gerade Anzahl der gegebenen Kugeln positiv 


berühren, ist gleich der Summe der reciproken Producte der Radien zweier 





conjugirten berührungskugeln, welche eine ungerade Anzahl der gegebenen 
Kugeln positiv berühren. 

Durch die Mittheilung dieses Satzes wurde Herr Schubert veranlasst. 
auch die andern vier Relationen aufzusuchen, die sich aus der Formel (81.) 
ergeben. (Zeitschrift für Math. und Phys. 1869, S. 506). Auf die einfachste 
Form gebracht. lassen sich dieselben in dem Satze zusammenfassen: 

Die Summe der reciproken Radien von vier Berührungskugeln, unter 
denen keine zwei conjugirte sind, und von denen zusammen jede der gegebenen 
Kugeln zwei Mal positiv und zwei Mal negativ berührt wird, ist gleich der 


Summe der reciproken Radien der vier conjugirten Berührungskugeln. 


Ss. 10. 
Aus den in $. 1 ausgeführten Erörterungen und den Formeln (60.) und 
(61.) ergiebt sich der allgemeine Satz: 
Sind zwei Systeme von fünf Elementen, Punkten, Ebenen oder Kugeln, 
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gegeben und bezeichnet b,,, wenn das x! Element des ersten und das 4 des 
zweiten Systems Punkte sind, das Quadrat ihrer Entfernung, wenn sie ein Punkt 
und eine Ebene sind, den senkrechten Abstand, wenn ein Punkt und eine Kugel, 
die Potenz, wenn zwei Ebenen, den negativen halben Cosinus ihres Winkels, 
wenn eine Kugel und eine Ebene, den Cosinus ihres Winkels multiplieirt mit 
dem Radius, wenn zwei Kugeln, den negativen doppelten Cosinus, multiplieirt 
mit den Radien, ist ferner bu=0 und b,.(b,,) gleich OÖ oder 1. je nachdem 
das z#' Element des ersten (zweiten) Systems eine Ebene ist, oder nicht, so ist 


(83.) &+ bub; ... b;, ze © 


Sind z.B. fh, ... £, die Potenzen eines Punktes in Bezug auf vier Kugeln, 
F,... 4, die eines andern Punktes in Bezug auf vier andere Kugeln, so 


hat man zur Berechnung des Quadrates der Entfernung d dieser beiden 
Punkte von einander die Gleichung 


0 — 2 et 
-2 —-—2i 5 .:. U| 
ee) 1 I rıı rs Br 
1 , re 


Wenn von den beiden Systemen von fünf Elementen das eine nur 
Punkte und das andere nur Punkte und Ebenen enthält, so lässt sich der 
obige Satz durch Einführung einer eigenthümlichen Art zu messen folgender- 
massen erweitern: 

Ist ein System von fünf Punkten und ein zweites System von fünf 
Punkten oder Ebenen gegeben, und ist b,,, wenn das 4' Element des zweiten 
Systems ein Punkt ist, das Quadrat seiner Entfernung von dem x'* Punkte 
des ersten Systems, dividirt durch das Quadrat des ihrer Verbindungslinie 
parallelen Halbmessers eines festen Ellipsoids, wenn es aber eine Ebene ist, 
ihr Abstand von jenem Punkte, dividirt durch den Abstand der parallelen 
Berührungsebene vom Centrum des Ellipsoids, ist ferner bu=V. b,u=1 und 
b,.=0 oder 1, je nachdem das x'° Element des zweiten Systems eine Ebene 
ist oder nicht, so ist 


(85.) ZrAußu. Bu = ©. 


Ein speeieller Fall, der in diesem allgemeinen Satze nicht enthalten 
ist, ist der folgende: Sind vier Punkte und eine Ebene gegeben, und ist Ö,, 
das Quadrat der Entfernung des tea vom Aten, dividirt durch das Quadrat 
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des ihrer Verbindungslinie parallelen Halbmessers eines festen Ellipsoids, 
und zz, der Abstand des zten Punktes von der Ebene, dividirt durch den Ab- 
stand des Gentrums jenes Ellipsoids von der parallelen Berührungsebene., so ist 


rn 
EEE Zu ze ya 

u DE 2 2 REDE = ni 
Jl, 1 7 eo... Das 


Wenn in jedem der beiden Systeme von fünf Punkten oder Ebenen 
ein Punkt enthalten ist, so kann die Determinante sechsten Grades in der 
Relation (83.) in eine Determinante vierten Grades transformirt werden. Ist 
nämlich in zwei Systemen von vier Ebenen e,,; der Cosinus des Winkels 
zwischen der ze" Ebene des ersten und der ten Ebene des zweiten Systems, 
so Ist 

(T.) Brei. 0. 


4 
eine Gleichung, die aus der Relation (83.) hervorgeht, indem man in beiden 
Systemen für die vier ersten Elemente Ebenen, für das fünfte aber eine 
Kugel wählt. Wir nehmen zu dem ersten Systeme von vier Ebenen noch 
einen Punkt P, zu dem zweiten noch einen Punkt P’ hinzu. Dann kann 
man die ze Ebene des ersten Systems durch einen Punkt P, ersetzen, 
dessen Verbindungslinie mit P auf der Ebene senkrecht steht. Ist nämlieh 
PP,=r,, und multiplieirt man die zt® Zeile der Determinante (7.) mit r,, 
so wird das Ale Element dieser Zeile r,e,; oder gleich der Differenz der 
Abstände der Punkte P, und P von der 4'* Ebene des zweiten Systems. 
Diese Ebene kann man ebenfalls dureh einen Punkt P, ersetzen, dessen 
Verbindungslinie mit P’ auf ihr senkrecht steht. Multiplieirt man die 4" 
Colonne der Determinante (7.) mit r; = P'P;, so wird das 4° Element der 
zien Zeile r,r,c,,. Wir haben also den >Natz: 

Sind zwei Systeme von vier Klementen, Punkten oder Ebenen, ge- 
geben, zu denen die Punkte P und P’ als fünfte hinzukommen, und ist c,,. 
wenn das x' Element des ersten und das 4' des zweiten Ebenen sind, der 
Cosinus ihres Winkels, wenn sie Punkte P, und P, sind, das Product der 
Strecken PP, und P'P, mit dem Cosinus ihres Winkels, wenn das eine ein 
Punkt P,(P,) und das andere eine Ebene ist, die Differenz der Abstände der 
Punkte P, und P (P, und P’) von jener Ebene, so ist 

BE Er ei 
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$. 11. 

Wir erwähnen noch einige specielle Fälle der entwickelten allge- 
meinen Sätze. Sind d,, ... d, die Quadrate der Entfernungen eines Punktes 
von den Ecken eines Tetraeders e und d,. ... d, die Quadrate der Ent- 
fernungen eines anderen Punktes von den Ecken eines anderen Tetraeders 
ec’, so erhält man zur Berechnung des Quadrats der Entfernung d dieser 
beiden Punkte von einander die Gleichung 


2 EEE, BEE Nr Me 
eur... Ka 00. BP ©: 
(88) 1 du ... d„>0 oder d= | 


Pr 288o r’ d, 1 d\,, . Aa, dj‘ 


3 dr... a re * 

Sind d,. ... d, die Quadrate der Entfernungen eines Punktes von den 

Ecken des ersten Tetraeders und p,, ... p, die Abstände einer Ebene von 

den Eeken des zweiten, und ist p der Abstand des Punktes von der Ebene, 

so ist 

p O pı --- P| 00m ...Pl 

ER eg 4 un 

(89.) BER du =0 oder Proz] Be 


d, 1. da ... da er 

Sind ?ı. ... p, die Abstände einer Ebene von den Ecken des ersten 

Tetraeders und p,, ... p, die einer anderen Ebene von den Ecken des 

zweiten, so hat man zur Berechnung des Winkels p, den diese beiden 
Ebenen einschliessen, die Gleichung 


—4c0sp O DM --. Pa} 0 Op... pi 
er We 5 | a Br 
(9%) =0 oder cosy = REN u | | 
6 er, | Pı 1 d\,, er du 7 Sp Sigi 144ov,rv' pP: 1 d\,, ... dis \* 


| . oo... 


re = re Ip 1 da... du 


Aus geometrischen Gründen ist klar, dass diese Relation nur von den 
Differenzen der Abstände abhängen kann. Setzt man 
' ' 
P-—-p=g, ud Pp,—-p=4,; 
bezeichnet man die Kanten (41), (42), (43) des ersten (zweiten) Tretraeders 


mit 


so | 
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/ 


mit r,. nr. 73 (r,,r,,r,) und setzt 


er, = r,r,cos(r,r;). 


zb 


so können die eben aufgestellten Relationen transformirt werden in 


sy mm m Ve Te Far 7 
’ gqı Cı Ca Ci 1 dı Cı C2 Cy 
(91.) — (0) oder COSG u 
’B Cı Can Ca rw | CH Ca: © 
G; GC Can 63 GG Cı CR (3 


Mit Hülfe der in $. 8 eingeführten Bezeichnungen kann man diese 
Determinanten nach den in der ersten Zeile und Colonne stehenden Elementen 
entwiekeln und erhält 


92.) c0o8Qp= Zi aP4P; und cosp= > 4,,4,9;- 


(Vergl. Formel /67.\.) Die zweite Relation kann man mittelst der Glei- 
ehune (B. 8. 17. 2) 

a,ta,„ta,ta, = 09 
aus der ersten ableiten. Mit Hülfe derselben kann man die erste auch auf 
die Form bringen 


(93.) c8sp = — Fa, (p,-Ppı)(P-—P;) #2 <A). 


Sind in einem rechtwinkligen Coordinatensysteme z,, y,, 2, (2,, Y,,3,) die 
C‘oordinaten der zten Ecke des ersten (zweiten) Teetraeders, und lässt man 
die beiden Ebenen der Reihe nach mit den drei Coordinatenebenen zu- 
sammenfallen, so erhält man drei Gleichungen, deren erste 


Za, (2, En C;) (2, m. C; ) — —_ } 


ist. Ist daher 5,, das Produet der beiden Kanten, welche in den beiden 
Tetraedern die zten Ecken mit den Aten verbinden, multiplieirt mit dem Co- 
sinus des von ihnen gebildeten Winkels, so erhält man durch Addition dieser 
drei Gleichungen 


(94.) 2Za,bı = -3 %R<H. 


Sind das, d;, und d, die Quadrate der Seiten eines Dreiecks, p,, p>. 
p; die Abstände einer und p,, p, p; die einer anderen Ebene von den drei 
Ecken, so hat man zur Berechnung des Winkels g der beiden Ebenen die 
Gleichung 
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7 op Op mp Pl 
op 4 0m m 
N aaaer Se 5 5 
B) | pP: pi U u da ie 
| pP: pP: ıi u. 9 da; 
oo» EEE 


Auch diese Relation enthält nur die Differenzen der Abstände. Ist = PP 
und g,=Pp,—Pps;, 80 ist 


| 1 cOSp qı Eu 


96.) Mi 1 dı- q| 


! 


qı qı Cı En 


q: VB GC Ca 


wo Cu=d;, C&»=d,, und wenn die Seiten des Dreiecks mit a, = yd,,. 
= yYdı, % = yd, bezeichnet werden, ce. = @a,c0s(a,a,) gesetzt ist. Sei 
ferner 


f 
f 


ad, = 4,0,c08(a,4;). 


wo (asa,) den Winkel der positiven Richtungen der Seiten a, und a, (also 
den Aussenwinkel des Dreiecks) bezeichnet. Dann ergiebt sich durch Ent- 
wickelung dieser Determinanten 


| Sa, yR-2, GES p+g,G) = Ay MR NN) 
pr 


. 
N 


\ Za.(P,P: —2P,PiCo8p-+p,p;) = If sin’p-+P,, 


wo zur Abkürzung 





1 » Pl 
| 

P -— Pr P: P:| 
| 1 Ps P; 


gesetzt Ist. 

Betrachten wir endlich drei Ebenen und zwei Punkte. Sei p,, der 
Winkel der ten und der Aten Ebene, p, (p,) der Abstand des ersten (zweiten) 
Punktes von der tea Ebene und d das Quadrat der Entfernung der beiden 
Punkte. Dann ist 
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U, = 
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Ss0 














Pı P: Ps | 

2 P: ps | 

| 1 1 v 0 0 0 | 
(98.) = (0 


| 

pp Pi 0 1 COSPn  COSP;; 
P: pP: 0 08a 1 COSp | 
P; pP 09 6o8sp, C08Sp% | 


Setzt man q, =p,—p,, so kann man diese Gleichung auf die Form 


d gı q: g; 
gı 1 COSpn COSP| 
(99.) | = () 
G.  CO8@r, 1 COS p 
G;  €08SQp,, COS 1 


bringen. Sei m der Sinus der von den Normalen der drei Ebenen ge- 
bildeten Ecke, r,, nn, r; 


2 


die Richtungen ihrer Schnittlinien, & = sing. 
&=SMQ,, % = siNngp„ und 


@,0,C08s(r,4r;) 
U. = — 


m’ 


so ergiebt sich durch Entwicklung dieser Determinante die Gleichung 
(1W.) Zu,g.g4 = d. 
Berlin, im Mai 1874. 
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Sur la limite du degr6e des groupes primitifs qui 
eontiennent une substitution donnee. 


(Par M. Camille Jordan ä& Paris.) 


e 

Nous avons demontre en 1871 dans le Journal de M. Liowille \e 
theoreme suivant: 

Si un groupe primibf G (ne contenant pas le groupe alterne) contient 
une substitution A, qui ne deplace que m lettres, le degre de G ne pourra 
depasser une certaine limite. 

Cette proposition nous parait fondamentale dans la theorie des sub- 
stitutions; elle montre en effet que si l’on repartit les groupes primitifs en 
classes, d’apres le nombre des lettres que deplace celle de leurs substitutions 
qui en depiace le moins, chaque celasse ne renfermera qu’un nombre limite 
de groupes. Mais la «demonstration que nous en avons donnde dans le 
memoire eite a le double ineonvenient d’ötre tres-compliquee et de donmner 
une limite beaueoup trop elevee. 

l/importance de cetie question nous a determine A y revenir re- 
cemment (Bulletin de la Soeiete mathematique de France, T.D). Dans ce 
nouveau memoire, aimsı que dans le precedent, nous avons admis que la 
substitution donnee A avait pour ordre un nombre premier p. Cette hypo- 
these pouvait se faire sans nuire A la generalite de la question; car une 
substitution queleonque, elevee A une puissance econvenable, donne une sub- 
stitution d’ordre premier. 

Ccla pose, appelant g le nombre des eyeles de A, nous avons £tabli 
le theor&me suivant: 


a 
Si p est superieur ä joca 11089 q-+1=f(g), le degre de G ne pourra 
oO 


2 
surpasser Pg-+ Iog? glogg-+2g. 

Cette nouvelle limite est deja assez rapprochee; mais les conside- 
rations qui servent A Vetablir sont encore diffieiles. D’ailleurs elles laissent 
enticrement de eöte le cas for: important ou Von ap —f(gq). 

La nouvelle methode que nous allons exposer repose au contraire 
sur les prineipes les plus simples et embrasse tous les cas. Elle fournit 
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la limite suivante: 


— 


loge\ e—i 2 


apP+gN ar e—1i 1 eı p +q y 2q N pq 3 


n—q(p+tgq) log- re log ; 

2p 
p—1 
Si 9>1, on pourra substituer A cette limite la suivante, plus simple. 


(ou e est egalA 2 sip=2, etä si p est impair). 


mais moins precise 
n<_(p+tg)ip+glogg) 
Si qg=1, la vraie limite sera p+2, comme nous lavons montre 
ailleurs (Bulletin de la Societe Mathematique). 
Supposons enfin que la substitution A, qui deplace m lettres, au lieu 
d’etre d’ordre premier, soit queleonque. On deduira des resultats pr&ecedents 
la limite 


(4 Hm)(4 H- mlog 5) 


n 
4 


Analyse. 

l. Soit @ un groupe primitif, contenant une substitution A, d’ordre 
premier p, et ag eyeles. 

Soient A, A’, ... les diverses substitutions semblables A A et eon- 
tenues dans @. Le groupe H, derive de A, A’, ... sera contenu dans @ 
et permutable a ses substitutions. Le groupe @ etant suppose primitif,. H 
sera transitif. 

2. »oit /\, le groupe derive de celles des substitutions A, A’, 
qui ne deplacent que les lettres, en nombre N, =pg, deja deplaedes par A. 
Si 7, n'est pas transitif, on pourra r&partir ses lettres en elasses, en groupanı 
ensemble celles que 7}, permute entre elles. Chaque elasse sera Evidemment 
formee par les lettres d’un ou plusieurs eyeles de A; elle contiendra done 
au moins p lettres, et le nombre KA, des elasses sera — q. Soient d’ailleurs 
C, la celasse la plus nombreuse: le nombre M, des lettres qwelle eontient 
sera — p. 

3. Le groupe H etant transitif, parmi les substitutions A, A’, ... dont 
il est derive, il en existera au moins une A, qui permute dans ses eyeles 
les lettres de la classe C, avec d’autres lettres. Nous admettrons, pour fixer 
les idees, qu’on puisse choisir A de telle sorte quelle remplace chacune 
des lettres de C, par une lettre &trangere A cette elasse. Il sera necessaire 
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pour cela que chacune des lettres de C, figure dans les eyeles de A,, mais 
que ces lettres ne soient en majorite dans aucun de ces eyceles; chaque 
eyele eontiendra done au plus E}p des lettres de CO, (E}p &tant le plus 
grand entier eontenu dans }p); et par suite le nombre total M, des lettres 
de ©, ne pourra, dans U’hypothese admise, surpasser q.E!p. 

4. Cela pose, soit 7) le groupe derive de celles des substitutions 
A, A’, ... qui ne deplacent aucune lettre autre que celles deja deplaeees 
par /, et par A,. Le nombre N, de ses lettres ne pourra surpasser 
N, +pgqg—M,. Car A, deplacant en tout pg lettres, parmi lesquelles figurent 
les M, lettres de C,, le nombre des lettres nouvelles quelle deplace ne peut 
(depasser pg—M). 

Si /\ n’est pas transitif, on pourra repartir ses lettres en classes 
en groupant ensemble celles que ses substitutions permutent entre elles 
Soient ©, la elasse la plus nombreuse, M, le nombre de ses lettres. On 

p 
;_ 
C,, deja permutdes entre elles par les substitutions de 7), appartiennent A 


aura M, — eM,, en posant pour abreger e = En effet les lettres de 


la m&me classe. Elles figurent d’ailleurs dans les eycles de A,, au nombre 
de E4p au plus dans chaque eyele. Le nombre des eveles qui les con- 


m, eM, | 
> 0 > ——} et ces eyeles eontiendront au moins 
— Ea3p - p 


eM, lettres, lesquelles appartiendront evidemment & la m&me elasse. 


tiendront sera done 


Enfin le nombre K, des classes dans le groupe 7’, ne pourra sur- 
eM, 


P 


passer K,+g— Car en passant de 7, A 7. lenombre des elasses pourra 


se trouver r&duit par la fusion en une seule de plusieurs des elasses de /),; mais 
l’autre part ceux des eyeles de A, qui seraient entierement formes de lettres nou- 
velles, peuvent donner lieu a de nouvelles elasses, en nombre au plus egal 


i eM, 
ä celui de ces eyeles. Or A, eontient q eyeles, parmi lesquels z au 


Y 


moins eontiennent les lettres de C,. Done, dans V’hypothese la plus defa- 
eM, 

p 
5. Le groupe H &etant transitif, Yune au moins A, des substitutions 


vorable, le nombre des elasses pourrait se trouver aceru de g— 


A, A’, ... dont il est derive permutera dans ses eyeles les lettres de €, 
avee d’autres lettres. Si M,— q.Etp, il pourra se faire que A, remplace 
chacune des lettres de C, par une lettre etrangere A cette classe. Repetant 
alors les raisonnements pr&eedents, on verra que H contient un groupe 7}, de- 
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plagant un nombre N, de lettres au plus egal a N +pg—M,, se groupant 
en elasses, dont l'une eontiendra M— eM, lettres, et dont le nombre K; 
em, 

p 

6. On continuera ainsi aussi longtemps que cela sera possible, mais 


sera au plus egal a K,+g— 


on sera necessairement arr&te; car les nombres M,, M,. M;, ... dont chacun 
est au moins double du pre&eedent, finiront par depasser la limite q.E Ip. 


Soit 7’, le dernier groupe obtenu, N, le nombre de ses lettres, M, 


[77 


celui des lettres de la plus nombreuse C, de ses elasses. K, celui de ses 


elasses: on aura 


N, —N,;44 pq- M ,-ı N,+ upgq— (M,+M,-+ + M,_.) 


Er e" — 1 
ul pg-plltet te) (utlpg-p 
M, per eM ‚-: > e” M, > e" p, 
. „ eM „_-ı  % e ‚a h . eu —1 
K, = K,-ıt+g9- 2 - MTRg- M,+--+M,_ı u+l)g—e u 


7. Le groupe 7, etant suppose non transitif, soient C,, D,, 
les diverses classes entre lesquelles se repartissent ses lettres. Le groupe 
H etant transitif, parmi les substitutions A, A’, ... dont il est derive il en 
existera au moins une A qui permute dans ses eyeles les lettres de C, avec 
dautres lettres. Mais par hypothese, de quelque maniere que A soit choisie. 
elle remplacera necessairement au moins une des lettres de ©, soit par 
elle-m&me, soit par une autre lettre de la m&me classe. 


8. UGela pose, soient a. @, ... les lettres de C,: b,. b,, ... celles 
des autres elasses D,. ...: 6, &. ... les autres lettres, non deplacees par 


les substitutions de 7' 


4u* 


Nous allons demontrer que la substitution A peut 
etre choisie de telle sorte quelle remplace une des lettres a par une des 
lettres b. 

En effet, si en etait autrement, il faudrait, pour que le groupe H 
füt transitif, que parmi les substitutions A, A/, ... il en existät une B qui 
remplacät lune des lettres a, telle que a,. par une des lettres e, telle que 
c,; une autre B, remplagant ec, par une autre lettre ec, telle que e,, ete. 
jJusqu’& une substitution BD, qui remplacerait e, par une des lettres b, telle 
que b.. 

Cela pose, la substitution B, remplace, par hypothese, lune au moins 
des lettres a, telle que a,, par une lettre de Vespece a; d’autre part, le groupe 
32* 
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]',, transitif? par rapport aux lettres a, contient une substitution S qui rem- Adı 
place a, par a,; dailleurs $, appartenant ä 7',, permute les a exclusivement sem 
entre eux et ne deplace pas les ce; done la substitution S"B,S=-T rem- sui' 
placera encore e, par & et a, par une lettre a, telle que a,; et la trans- 
formee de B par T, laquelle fait evidemment partie de la suite A, A), ..., sun 
remplacera a, par ec. On verra de la m&me maniere que la suite A, sub 
N, ... eontient une substitution qui remplace une lettre a par 6; ete.; et pla 
enfin une substitution U qui remplace une lettre a, telle que a,, par ce. l’hy 
Or la substitution B, remplace par hypothese une des lettres a, telle eye 
que a,, par une lettre a; et 7’, contient une substitution $, qui remplace d’u 
a, par a,, en permutant exclusivement entre eux les « d’une part, les 5 ded 
d’autre part, et laissant les e immobiles. La substitution T,, transformee A,. 
de B, par S,, remplacera done a, par un a, tel que a,, et b, par un b, 
tel que b,: la transformee de U par T,, laquelle fait partie de la suite A, suit 
A’, ... remplace a, par b,, et pourra etre prise pour A. aur 
9%. Il peut se faire que parmi les substitutions de la suite A, A), ... ui 
ıl en existe plusieurs qui remplacent une lettre a par une lettre db. Nous soit 
choisirons pour A parmi les substitutions qui jouissent de cette propriete tier 
Vune de celles qui deplacent le moins de lettres de l’espece e. Nous allons deu 
demontrer quelle n’en peut contenir plus d’une dans chacun de ses eycles. obt 
10. Lemme I. Aucun des cycles de A ne peut avoir deux lettres est 
c conseculives. 
Soit en efft A= (ab....), (CC&...), ... Le groupe /", transforme 
de 7/', par A ne deplace plus ce. Sa premiere classe est formee des lettres lett 
yue A fait suceeder aux a; lune de ces lettres est 5, et une autre est de 
espece a par hypothese. Diailleurs les substitutions dont il est derive peu 
etant les transformees de celles de Z',, lesqueiles font partie de la suite le 
A, A, ... sont egalement eontenues dans cette suite; et en repetant les deu 
raisonnements du No. 8, on voit sans peine que parmi les substitutions de de 
cette suite que eontient le groupe derive de 7, et de 7', il en est une A’ a} 
qui remplace un a par un b. Dailleurs elle laisse ec, immobile; done elle du 
deplacerait moins de lettres e que A, contrairement & V’hypothese. ang 
ll. Lemme Il. Ceux des cycles de A qui contiennent a la fois con 
des a et des b ne peuvent contenir plus d'une lettre c. au 


Supposons en effet que le premier eycle de A, par exemple, contienne 
a la fois des lettres a, des lettres b, et plusieurs lettres c, telles que c,, &, ... stit 
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Admettons que c, y suive ce, A r rangs diintervalle. La substitution A” est 
semblable & A et deplace les mämes lettres: et la lettre e, se trouvera 
suivie de c, dans son premier eycle. 

Aucune des lettres «a eontenues dans ce eyele ne pourra s’y trouver 
suivie d’une lettre b; car on pourrait determiner (Lemme 1") une nonvelle 
substitution semblable A A, remplacant encore un a par un b, mais ne de- 
plagant plus quwune partie des lettres &,, @, ..., ee qui est contraire & 
l’hypothese. De me&me aucune des lettres a contenues dans le premier 
eyele de A’ ne pourra y &tre precedee d’un b; car elle se trouverait suivie 
d’un 5 dans la substitution A”, laquelle fait suceeder e, A co; et on em 
deduirait encore, eontrairement ä Uhypothese, une substitution semblable A 
A, jowssant des m&mes proprietes, mais deplacant moins de lettres de l’espece e. 

Tl faut done admettre que dans le premier eyele de A’, tout a sera 
suivi dun a ou dun ec, et tout b d’un b ou dun e. Parmi ces a il yen 
aura evidenmment un au moins, a,, qui sera suivi d’un e, tel que e,; de meme 
un des db, tel que 5,, y sera suivi dun ce, tel que e,. »>Mupposons que b, 
soit A s rangs de distance de a,; la substitution A”, semblable a A, con- 
tiendra dans son premier eyele les deux lettres cons&eutives a, et 5, et les 
deux letires conseeutives e,, €. Et Von pourrait iei encore (Lemme I) 
obtenir une substitution analogue A A, mais ne deplacant plus e,, ce qui 
est inadmissible. 

Le lemme II se trouve ainsi d&emontre. 

12. Theor&eme. Aucun des cycles de A ne peut contenir plus d’une 
lettre c. 

le premier eyele de A, qui contient A la fois des a et des b, ne 
peut contenir, comme on vient de le voir, qu’une lettre e. Supposons que 
le second eyele en eontienne deux, e, et co. Mi ec, suit ec, de r rangs, ces 
deux lettres deviendront conseeutives dans A’. D’ailleurs le premier eycle 
de A” contenant des a, des db, et un seul e, contiendra necessairement un 
a preeede ou suivi dun db. Si un a y est suivi d’un 5b, le raisonnement 
du lemme I" applique & A” montre qu’on pourra obtenir une substitution 
analogue & A, et ne deplacant plus qu’une partie des lettres e, ce qui est 
contraire & U’hypothese. Si au eontraire un a est preeede d’un db, on arrivera 


au m&me resultat inadmissible en partant de la substitution inverse A”. 


13. Ce theoreme etabli, soit Z',,, le groupe derive de celles des sub- 


stitutions A, A’, ... qui ne deplacent que les lettres deja deplacdes par 7’ 


dA 
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et par A. Le nombre N,,, de ces lettres ne peut depasser N,+g; car A 
ne pouvant contenir plus d’une letire nouvelle par eyele, en contiendra tout 
au plus g. Le nombre K,,, de classes formees par ces letires sera au plus 
egal a K,—1. En effet, les lettres nouvelles introduites par la substitution 
A, se trouvant associees dans ses eyeles avee des lettres anciennes, vien- 
dront grossir les elasses formees par ces dernieres, sans donner lieu A au- 
eune elasse nouvelle; et d’autre part, A associant dans un de ses cyeles 
une lettre a a une lettre 5 d’une autre elasse operera la fusion de ces deux 
elasses en une seule. 

14. En raisonnant sur le groupe 7',,, comme sur 7',, on en de- 
duira un nouveau groupe 7',,, eontenant au plus N,-+2q lettres nouvelles, 
qui v formeront au plus K,„—2 classes. Continuant de m&me, on arrivera 
a un groupe final 7’ contenant au plus N,+ (K„-—1)g lettres, qui ne forme- 
ront plus qu’une seule classe. Ce dernier groupe sera done transitif. 

15. En se reportant aux expressions preceedemment donnees pour 
N, et K,, il viendra 


4 


PR en 
N,+(K,- bg < (utlgp+g— —ptegg. 
Soit N le maximum du second membre de cette inegalite, considere comme 
fonetion continue de «. Üe nombre N sera une limite que le degre de /' 
ne saurait depasser en aucun cas. 
On lobtient d’ailleurs aisement en egalant A zero la derivee de cette 
expression. Il vient 


(p-+eg)loge $_ 
ap+g— ar nes er 


ap +g(e-i) 
(p+eq)loge 


u = log. 


€ 


et en substituant cette valeur 


N = q(p+g) log er +log 


> loge 


e—1 is, 
u r 
16. Le groupe transitif 7, de degre egal ou inferieur a N, dont 
nous venons d’etablir V’existence, peut &tre primitif ou non; mais dans ce 
dernier cas, qui est le plus defavorable A notre raisonnement, il sera im- 
possible d’operer une repartition des lettres de /' en systemes tels, que 


chacun d’eux eontienne plus de q lettres. 
En effet, Z/’ &tant transitif, une au moins A des substitutions d’ordre 
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p et a q eyeles dont il est derive devra deplacer les systemes; et si parmi 
les puissances successives de A la premiere qui ne deplace pas les systömes 
est A®, Vordre de A sera evidemment un multiple de o; il est d’ailleurs 
premier et egal a p; done p=e, et les deplacements d’ensemble que A 
opere sur les syst&mes formeront une substitution d’ordre p. Done A d£- 
place au moins p systemes, et comme elle ne deplace que pg lettres, chaque 
systeme ne pourra contenir plus de g lettres. 

17. Soit maintenant » le nombre des lettres de @; nous avons de- 
montre (Journal de Liouville 1871, theoreme I”) que @ sera au moins 
n— N—2g4+3 fois transitif. Par suite chacune de ses substitutions devra 
deplacer au moinms 2(n— N—2q9+3)—3 lettres (Trait€ des Substitutions 
No. 83). Mais il est derive de substitutions d’ordre p Ag eveles, dont cha- 
eune deplace pg lettres. On aura done 

2(n—-— N-24+3)-3 —pgq 
dot 
n — N-+29—-3+ Er. 


> 
ha 


Si dans cette expression on remplace N par sa limite superieure, 
trouvee plus haut, on aura ce theor&me: 

Theoreme. Le degre n d’un groupe primitif @ ne contenant pas le 
groupe alterne, mais contenant une substitution d’ordre premier p et üg cycles 


ne peut surpasser la limite 


Du u eh TE u, , 2 
gap+tq ılos p-+egqg log loge loge! e— u 2 
(e etant egal a2 ip=2, etü “r sip esi impair )- 
| p-A1 


18. La limite donnde par ce theoreme est assez compliquee:; mais 
on peut en deduire une autre beaucoup plus simple, en sacrifiant quelque 
chose de la preeision obtenue. 

Pour eela, nous remarquerons tout d’abord que la quantite e, intro- 
duite dans nos caleuls, peut &tre choisie arbitrairement, pourvu quelle reste 


ur dd r 2p 
au dessous de sa limite superieure 2 ou "ih On peut done, quel que 
soit p, la supposer &egale A 2. Mais alors on aura 
e—1 | 
— ]loo 1— u 
© loge + loge ” 


On pourra done substituer A la limite trouvee plus haut la suivante, 
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sera moins approchee . 
BEN de / 
n<g(p+q.logg ie tp+qg+29+ u. 
On a dailleurs Bu 
+4 q 3 
logg — = logg+logf 1—- — logg — — 1 
897 +24 8g+log( = SIT pr Siq 
be .. 2 P+ - sant 
ap + log <aptnlogg-g 2, <alp+glogg- 5; 
2q p-+2q done 
ce qui donnera 
n<g(p+qlogg- g +tp+3g+ 5 
Si Tl 
Or soit d’abord 9 >2. On aura end 
= +++ -plip+N<O. 
Ein effet cette expression est negative lorsque on donne A p etä g leurs mais 
valeurs minima 2 et 3, et si l!’on fait ceroitre ces variables, les derivees mını 
partielles seront toujours negatives. 
On aura un suite 
ap+tnloegtpir+n<(ptgnip+glogg. quo 
Cette Kenia sera encore vraie si g=2. En effet, ig=2etp>2, 
nous avons obtenu (Bulletin de la Societ€ Mathematique T. I.) la limite un | 
tutio 
n__ pg+g-+l: 
Ai er | tablı 
et st p=q=2, on trouve aisement par un calcul direct la limite » — 8. 
Or ces limites sont evidemment plus restreintes que la precedente. 
Si q=1, la formule cesse d’ötre applicable. Mais nous avons trouve BR 
‘ mw ' > . anihah ‚ . 
dans ce cas (Bulletin de la Societe Math&matique) peu 
n —_ p+2. uns 
19. Des resultats qui precedent on deduit aisement le theoreme yıi 
suivant: com 
Theoreme: Si un groupe primitif G, ne contenant pas le groupe al- 
terne, renferme une substitution A qui ne deplace que m lettres, son degre n suff 
sera inferieur a f stitu 
(4 + m) (4 -+ mlog 4m) pos: 
a di 





En effet, en elevant A & une puissance convenable, on en deduira a 
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une substitution B d’ordre premier p, deplagant tout ou partie des lettres 
de A. Soit q le nombre de ses cycles; on aura 


PqI en Mm. 
On aura d’autre part (No. 18) 


n< (p+q)(p+glogg). 
Si g>2, le maximum de cette expression s’obtiendra evidemment en suppo- 
sant qg aussi grand que possible. Mais p est au moins egal & 2. Il faudra 
done poser p=2, qg= 4m, d’oüu 


_ (4-+m)(4 + mlog}m) 


n 4 


Si l’on avait g=2, le maximum s’obtiendrait en posant p=4m. On ob- 
tiendrait ainsi 

(m +4)(m + 4log?2) 

re = rer Tr N 
mais cette nouvelle limite est egale A la pr&eedente lorsque m a sa valeur 
minimum 4*), et inferieure si m >4: on peut done la rejeter. 


Si l’on avait g=1, B etant simplement eireulaire, on aurait pour limite 
n—_p+2<m+3 
quon peut Egalement rejeter, comme &tant au dessous de la pr&eedente. 
20. Soit E(4m) le plus „rand entier contenu dans 4m. Il existe 
zv, o 2 
un groupe primitif @ de degre E(4m).(2E(4m)+1) contenant une substi- 
tution d’ordre 2, a E(4m) eycles. C’est la, selon toute apparence, la veri- 
table limite de n. 


Observation. M. Netto a publie dans ce Journal, T. 78, un me- 
moire sur les groupes composes, oü il etablit, par des demonstrations un 
peu differentes des nötres, mais reposant sur les m&mes prineipes, quelques- 
uns des theoremes fondamentaux de notre Traite des Substitutions. Nous 
y lisons, au sujet d’une de ces propositions (la constance des facteurs de 
composition) la phrase suivante (page 84): 

„La demonstration que M. Jordan donne de .ce theor&me n'est pas 
suffisante. M. Jordan introduit, S. 58 de son Traite, des systemes de sub- 
stitutions h,h,.k, et les traite comme des groupes, sans avoir demontre quils 
possedent cette propriete.“ 





*) On sait que si m etait <4, G contiendrait necessairement le groupe alterne. 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 3. 33 
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Üest la, si nous ne nous trompons, le seul fait que M. Netto ait 
encore invoque A Yappui de son assertion deja ancienne (Fortschritte der 
Mathematik 1871), qu'il y a dans notre Trait€ „mainte lacune & combler, 
mainte longueur & €carter, mainte demonstration & rectifier.“ Cet exemple 
est d’ailleurs loin d’etre coneluant; car M. Netto aurait pu remarquer quil 
est immediatement Evident que les substitutions h,h,k,, communes aux 
deux groupes 

H=gsh,h,k, et H=i;h,h,.k, 
doivent former un groupe. 

Nous ne saurions d’ailleurs avoir la pretention de n’avoir laisse se glisser 
aueune inexactitude dans un ouvrage aussi etendu que le nötre, et quitraite un 
sujet nouveau et diffieile; mais nous sommes persuade qu’elles y sont en 
petit nombre. Nous en avons reconnu deux, que nous nous sommes empresse 
de rectifier; et nous saurions beaucoup de gr& aux geometres qui pourraient 


nous en indiquer de nouvelles. 
Paris, le 20 septembre 1874. 
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Ueber eine veränderte Form der Bedingung für die 


Integrirbarkeit der Functionen. 
(Von Herrn Paul du Bois-Reymond in Tübingen. 


Im Art. II meines Aufsatzes: Versuch einer Classification der will- 
kürlichen Functionen etc. (dieser Band, pag. 21) habe ich versucht den der 
Theorie der bestimmten Integrale zu Grunde zu legenden Begriff scharf zu 
kennzeichnen. Ich fühle indessen, dass die Art, wie das Criterium der 
Integrirbarkeit formulirt wurde, etwas zu wünschen übrig lässt. 

Es seien a und 5b constant, ferner sei b-a=d,+Jd,-+:..+J,, und 
o, sei die grösste positiv genommene Werthdifferenz der Function f(x) im 
Intervall Ö,, so ist — heisst es a. a. O. — die Function f(x) im Intervall 
(a...b) integrirbar, wenn der lim, . (4,9, +d%-++-+Jd,0,)=0 ist. Hier 
kann aber bemängelt werden, dass nicht deutlich gesagt ist, ob unter dem 
Intervalle Ö, verstanden ist: 

a+d, +44 +d,_, —Ee<a+ I +d,+ + Ö, 
oder 
ad tt <ESardtrdr Hd 


p—! — 


oder 
ar, rat rht rd, 
oder endlich, ob die drei Annahmen auf Eins hinauslaufen, ja ob der Spiel- 
raum des Arguments von f(z), aus welchem die Differenz o geschöpft wird, 
nicht noch erweitert werden kann, ohne dass von der Function f(x) mehr 
wie die Integrirbarkeit verlangt wird. Diese Licke wird durch folgenden 
Satz ausgefüllt: 
Es sei vorgelegt irgend eine Eintheilung in Intervalle 


b—-a = d,+0d,+-..+J 


1 % 


und das Gesetz, nach welchem bei unbegrenzter Vermehrung der Ö sie schliess- 
lich alle verschwinden. Ferner sei o, die grösste positiv genommene Werth- 
differenz von f(x) im Intervall 


a+d, +...4+ Run — cz <a, Ö, te. Ö,. 
Weiter sei 


b-a = 0, + 0,4 td, 


33 * 
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irgend eine andere Zerlegung von b—a in Intervalle, und es werde unter o, 
die grösste positiv genommene Werthdifferenz von f(x) im Intervall: 


a+d, +. +0, -4,<e<atdt+Id,+4, 


verstanden, wo 4, und 4, irgend Grössen vorstellen, die mit Ö, zugleich ver- 


schwinden: alsdann behaupte ich, dass lim,_, 20,0, verschwinden muss, wenn 
>0,0,=0 ist. Das Umgekehrte ist a fortiori der Fall. 
Wir behalten die Voraussetzungen und Bezeichnungen des 


.._ 

Beweis. 
Satzes bei, und nehmen » soviel grösser als m an, dass das grösste unter 
den Ö’ beliebig viel kleiner als das kleinste unter den d sei. Ferner 


setzen wir: 


2, = a+l+l,+.+J,, 
x, = a+ dh +++, 
z, = ad t+ht rd, 


1 


x = a+d ++ +0, — 4, 
= a+d +++ +4, 


Hierin bestimmen wir r, und s, so, dass 


ı = ’ 


in u | 
Tr, — ui T,—ı 4 Gn en Ty> 


und dass z,, x,, resp. die kleinste und die grösste Grösse ihrer Gattung 
ist, die den vorstehenden Ungleichheiten genügen. Falls » hinreichend gross 
ist, wird das Intervall 


z ee zu 5 \ 
( T, c > T, ) 


dem Intervall (2, , = 2 <z,) angehören, und durch fernere Vergrösserung 
von n werden die Unterschiede: 


T, 


vn T, $) Kr va T,—1 
beliebig klein gemacht werden können. 


Wir wollen noch mit z,, z,, 7, bezeichnen die Intervalle: 


p> 
T, = T, 4, 
%p = Dr Fun 
Tn _ b—ı, 2 


mM 


und können nach diesen Vorbereitungen unseren Beweis führen, wie folgt: 
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Zunächst ist jedenfalls: 


6 F ee 
0,0, +0, N 1 0,4 1 + } 0,0, — Ö, 0, , 




















da keine der Grössen 0, ...o, > 0, sein kann, indem o, die grösste Diffe- 
renz der Werthe f(x) im Intervall «,_, =- 2 <- x, ist, und die 0, W 0, grösste 
Differenzen von f(x) in Theilen dieses Intervalls vorstellen. Wegen 
= 0, 140,24 +0, 
Sprl + pr° | I / 


pP p+1 


können wir setzen: 
On . ., 2 + 0, 2 O0 Zu r er d,, + op ua T, O2> 


wo o, eine endlich bleibende Grösse. Somit haben wir die Umformung: 


p—n y ’ P=mM (j N y ' Y rs 5 ’ 
( = .0, +0. ,,0, 117°" +0,0,!+ 23 7,0. 
< yP O, z "p #7 Fr 7 f 1 #7 Hi | + ‘p p' Su PP 


Die erste Summe rechts, die nach dem Vorigen 
u PM \ 

r. Ö, 0, 
p—I 
ist, wird Null, wenn m unendlich wird; die zweite Summe: 

P’ In P 2 

2% = [0] 2 
kann, indem » beliebig viel grösser als m angenommen wird, beliebig klein 
gemacht werden. Nichts hindert uns z. B. » so gross anzunehmen, dass 
das grösste unter den 


a b—-a 


A - 


sei. Dann ist aber auch 
Pr 4 


b— 
Er, < [on 


p 0 
und wegen der Endlichkeit von [o] verschwindet mit wachsendem m auch 


die zweite Summe in obiger Umformung. Also ist in der That 


[3 p ” ! ! 
lim, . 2 u = 0. 


Q. E. D. 


Der Nutzen dieses Satzes besteht besonders darin, dass man grösseren 
Spielraum gewinnt für die Intervalle, aus denen die Werthdifferenzen o der 
Function f(z) geschöpft werden, ohne dass man dabei befürchten müsste, 
von der Function f(x) mehr wie die Integrirbarkeit zu verlangen. 
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Die neue Form der Bedingung der Integrirbarkeit ist somit: 
Im Intervall a...b ist die Function f(x) integrirbar, wenn, unter 0, die 
grösste Differenz der Functionalwerthe f\x) im Intervall 


a+d,+d,+--+ d,- —4, <ZE<a+rI, +I ++ d,+ 4, 


verstanden, wo 4I,, 4, mit d, Null werden, die Summe 


0,0, +0, + +0,0, 
die Null zur Grenze hat, sobald alle Ö in 


b-a = dh +h-++d, 


verschwinden. 


Tübingen im October 1874. 

















Ueber den Werth einiger Integrale. 


(Von Herrn Stern in Göttingen.) 


Man kann dem Verfahren, dessen ich mich in der Notiz „über den 
Werth einiger Integrale“ (Bd. 78, p. 340 ff. dieses Journals) bedient habe, 
noch eine allgemeinere Grundlage geben, indem man a=wefz—wxefz 
setzt, wo wx und fx beliebige Functionen von x bedeuten, und sucht, 


pad. 


wie px beschaffen sein muss, damit die Integration von „„ nach diesem 


Verfahren ausführbar ist. Hier ist du= (wef"’z—w"xfx)dx, also das Integral 


PR; pxdu Dr px 1 1 N px \ 
ren 2 vaeftz— w"efz u Hf u ee) 
Soll das erwähnte Verfahren anwendbar sein. so muss 
(vef"z-yw"zfe) pc—-ya(vef"ctWef"c— w'cfa—w"cfe) = k(vef'z—w'zfe) 
sein. Man setze ve = wz.%x, dann geht diese Gleichung in 
valf"z-gefz)p'z-pavalf"z-gafz-gafz)-pav'alf'z-gefz)=klvefz-wafe) 
über. Diese letztere Gleichung zerlege man so, dass 
m 


z—xaıfz—-xefse) = kfz, 
yaılf'z-xzfe) = kfe, 


fr-xefz)yz—gex(f 


woraus 


pa = [e(f"z-zafe) = 2 (f'zve-v'afe) 
folgt. Nun ist da= (f"zwe—w"zfx)de, demnach 
fzf"zwe—w"afe) , __e 1, fd. 
u voeu de = we u fs 


Das Gelingen der vollständigen Integration hängt also nur davon ab, dass 





das Integral F er ausführbar ist. 


Die in der erwähnten Notiz betrachteten Integrale sind einzelne Fälle 
dieser Art, bei welchen we=x oder =arc+b. Die Integration wäre also z. B. 
auch ausführbar für vz=e”“; nähme man zugleich fe=sinz, so ergäbe sich 





j; sin’c de 1 1 sinz 1 ) 
e"z(cose— meine)”  A+m? e!"= \cose—msinz 2m/’ 
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also 


r 
f sin’cdx | 1 3m—1 1 
e” (oc — meine)" Zmi+m)I “ m 
e 


0 $) 


ebenso wenn fr = co0sz 


/ cos’rdx 3 1 1 [ 1 cost 
J ec" (sine +mcosz)’ 1+ m? eimx 2m a | 
und 
TE 
“ cos’x dx = 1 1 1-—-m N 
J e”r(sinze+mcosz)” 2m(l-+m?) = Atm | 
> 


Setzt man „= Friwefz—wxfx), so folgt 
du 


de = we(Faf"z4 Faflz)— fz(Few'z+ Fewo) ’ 
istnun Few"’z+Fewc=0, also Fr= m. und mithin u Yf ae so Ist 
ca du 
” yedkafts fer) 
Setzt man daher pe = fx(Fzf"z+f'zF'r), so folgt 
'gzde Sf du fe Fo vida 1ffe 
u" J/v WW vu ” we)’ ı: u +1]. 


. 1 . - 
Der Gleichung Fr = = wird z. B. genügt, wenn man Fr=zx und vr=logr 


setzt, dann ist »= zlogef'r—fx und demnach 





Feen _ fx “. RE SER zlogrf’x 
J (cbgef'e—fe) ° Mlege zlogefx—fz loge “ loge(fe—zlogrf'z) 
Es ergiebt sich daher für fx = sinz 

ung(o0ge-2eine)de |. 

(zlogeeosze sine)”  tgr—zlogz 


ebenso für fx = cost 
cosz(sinz+ zcosz)der — 
(zlogzsine+cos2)” cotge-+zlogr 


Göttingen, 30. Juni 1874. 
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Zur Theorie der Potentialflächen unter besonderer 
Rücksicht auf Körper, die von Flächen der zweiten 
Ordnung begrenzt sind. 

(Von Herrn W. Stahl in Aachen.) 


Die einwerthigen Funetionen V dreier orthogonaler Coordinaten x, 
y, 3, welche Potentiale von Massen darstellen. die sämmtlich sieh im End- 
lichen befinden, sind vollständig definirt durch die bekannten Dirichletschen 
Bedingungen. Man spricht dabei ausdrücklich nur von einwerthigen Po- 
tentialen, obgleich die Functionen, welchen sie angehören, recht wohl mehr- 
werthig sein können und nur durch das beschränkte Gebiet, welches man 
ihnen zuertheilt, einwerthig gemacht worden sind. Man kann wohl saren, 
dass die meisten Potentialfunetionen diese Mehrwerthiekeit besitzen. und es 
ist leicht. dies bei Flächenpotentialen einzusehen. wenn man eine Fort- 
setzung der Funetion durch die mit Masse belegte Fläche, unbeschadet der 
Stetigkeit der Ableitungen betrachtet. Diese Fortsetzung kann bei vielen 
Flächen, die mit Masse belegt sind, sofort angegeben werden. 

Man wird ferner einsehen, dass die Potentialfunetion V nur dann eine 
einheitliche Funetion darstellen kann, sobald die Massendichtiskeit eine 
solche ist, dass man also insbesondere das äussere und innere Potential eines 
mit Masse erfüllten Raumtheiles als zwei getrennte Funetionen betrachten 
muss. Dies führt aber darauf zu untersuchen: in welcher Art ist das Ver- 
halten der äusseren Potentialfunetion für innere Punkte, wie ist das Unend- 
lichwerden an Punkten und längs Linien, die Mehrwerthigkeit und die Grenze, 
über welche die Function eine Fortsetzung nicht zulässt, beschaffen? Dieses 
Verhalten. insbesondere die Mehrwerthigkeit der Funetion, die Differenz, 
um welche sich die Zweige derselben von einander unterscheiden, die Art 
der Verzweigung selbst, liefern das charakteristische Merkmal der Funetion 
viei besser, als die Angabe der Massenvertheilung, welche für die Function 
als solche betrachtet nur Bedeutung für äussere Punkte hat. 

Wie nun die Mehrwerthigkeit einer Funetion, die auf oben ange- 
gebene Weise aus dem Flächenpotential entsteht. vernichtet wird dadurch, 
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dass man einen Durchgang durch die mit Masse belegte Fläche verhindert, 
so lassen sich in vielen Fällen auch im Inneren eines mit Masse erfüllten 


Körpers Flächen angeben, welche die Mehrwerthigkeit der äusseren Potential- | defi 
funetion aufzuheben im Stande sind. Insbesondere kann man hierzu solche | dar 
Flächen wählen, welche die Eigenschaft besitzen, dass längs derselben zwei ges 
Zweige der Funetion dieselben Werthe annehmen. Diese Flächen haben 

dann «dasselbe Verhalten zu der Function, wie eine mit Masse belegte Fläche Pu: 


zu dem betreffenden Flächenpotential. Es soll im Folgenden gezeigt werden, 
dass unter der Voraussetzung, dass keine Grenzflächen der Function existiren 


und ihr Verhalten beim Unendlicehwerden an Punkten und Linien gewissen ei 
Bedingungen genügt, in der That Flächen und etwaige Punkte und Linien ten 
so mit Masse belegt werden können, dass ihr Potential für ausserhalb des ein 
Körpers befindliche Punkte identisch ist mit dem Potential der den Körper des 
erfüllenden Masse. Wir wollen die Bedingung hinzusetzen, dass die frag- sol: 
liche Fläche ungeschlossen sein soll; denn da nach einem Gaussischen Fu 
Satze jede geschlossene Fläche, welche Massen einschliesst, so mit Masse for 
belegt werden kann, dass das Potential für äussere Punkte gleich ist dem kaı 
Potential der eingeschlossenen Masse, so würde sonst eine eindeutige Be- ers 
stimmung der Fläche nieht möglich sein. Flächen, welche diesen Bedin- ein 
gungen genügen, sollen Potentialflächen des bezüglichen Körpers heissen; hal 
es wird die Aufgabe dieser Arbeit sein, anzugeben, wie zur Construction anı 
derselben zu verfahren ist. Wir wollen uns auf den Fall beschränken, in ge 
welchem die Masse mit eonstanter Diehte das Innere des Körpers erfüllt, sie 
und dann speciell dazu übergehen, die Construetion der Flächen anzugeben Fu 
unter der Voraussetzung, dass der Körper von beliebigen Flächen zweiter sei 
Ordnung begrenzt sei. Einige Beispiele dieser Art habe ich bereits früher daı 
untersucht *). Ich will noch bemerken, dass ich stets den Namen ‚Po- ein 
tentialfunetion‘“ gebrauchen werde, wenn die Function an sich ms Auge ge- die 


fasst wird und nur dann vom Potential spreche, wenn ich einen Zweig der 
Funetion betrachte, der im Stande ist, das Potential von Massen darzustellen. tie 
Die Gelegenheit kann ich nicht vorübergehen lassen, ohne Herrn Weierstrass 


meinen Dank auszusprechen sowohl für die Anregung, die er zu dieser und the 

der oben genannten Arbeit gegeben, als auch für das Interesse, welches er | ha 

an letzterer genommen hat. gl 
” 


Ueber die Reduction von Körperpotentialen auf Flächenpotentiale (Darmstadt 1870). läı 
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I. 
Da die Potentialfunetion, die wir zu betrachten haben. zunächst nur 
definirt ist für Punkte ausserhalb der betrachteten Masse. so handelt es sieh 
darum, ein Mittel zu finden, das geeignet ist, die durch die Obertläche tort- 
gesetzte ÄUSSErC Potentialfunetion zu ermitteln. 
Es ist bekannt. dass das Potential V einer Masse für einen äusseren 
Punkt der Differentialgleichung: 
oV ,o’V o’V 


A 


Ox oy’ 


= 0 


02° 
genügt und ausserdem eine analytische Function ist, d. h. nach ganzen Po- 
tenzen der Grössen (e—a), (y—b), (z—c). wenn a, b, ce die Coordinaten 
eines festen Punktes, x, y, 3 die Coordinaten eines beweglichen in der Nähe 
des ersten sich befindenden Punktes sind, entwickelt werden kann. Kine 
solehe Potenzreihe @(z,y,2'a,b,c) heisst nach Herrn Weierstrass ein 
Funetionselement und hat die Eigenschaft, dass durch einfache lineare Trans- 
formation aus ihm ein zweites Element @(z,y, z a,. b,.c,) hergeleitet werden 
kann. wenn der Punkt a,. b,. ce, sich innerhalb des Convergenzbereiches des 
ersten Elementes befindet; aus diesem zweiten lässt sich in derselben Weise 
ein drittes Element herleiten und so fort. Die Gesammtheit der so er- 
haltenen Potenzreihen hat die Eigenschaft, dass aus jeder einzelnen jede 
andere auf die beschriebene Weise ableitbar ist. und bildet deshalb ein ab- 
geschlossenes System, durch welches eine analytische Function, soweit sie 
sich regulär verhält, vollständig dargestellt wird. Hat man also zwei 
Funetionen, deren Identität festgestellt werden soll, so muss man im Stande 
sein unter Zugrundelegung eines einzigen Funetionselementes beide Funetionen 
darzustellen. Selbstverständlich folgt hieraus, dass, wenn eine dieser Funetionen 
einer bestimmten Differentialgleichung Genüge leistet, die andere Funetion 
dieselbe Differentialgleichung befriedigt. 

Nachdem wir dies vorausgeschickt haben, wollen wir folgenden wich- 
tigen Satz beweisen: 

Zwei Funetionen V, und V; seien bekannt innerhalb zweier Raum- 
theile T, resp. T;, sie seien daselbst nebst ihren ersten Ableitungen allent- 
halben einwerthig, stetig und endlich; ausserdem sollen sie den Diftferential- 
gleichungen IV, =0 und IV, =0 genügen. 

Die Räume T, und T, sollen mit einer Fläche F an einander stossen, 
längs welcher F, und 7, dieselben endlichen Werthe, die Ableitungen dieser 
34 * 
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Functionen aber nach der in das Innere der bezüglichen Räume errichteten 
Normalen gleiche entgegengesetzte annehmen. Unter diesen Voraussetzungen 
hat jede der Functionen F, und V, eine Fortsetzung durch die angegebene 
Fläche; die aus YV, hergeleitete Function geht in V, und umgekehrt über, 
oder V, und V, gehören einer und derselben Function V an. 

Beweis. Man kann F, und V, darstellen als Integrale, die über 
die Begrenzungen der Räume T, und T, ausgedehnt sind. Innerhalb T, 
nehme man einen beliebigen Punkt 0 an, dessen Coordinaten &,, Yu, 3 
seien, und bezeichne mit r die Entfernung desselben von irgend einem an- 
deren Punkt (x, y, 2); alsdann bilde man das dreifache Integral: 


N, a AV,dedydz = 0 


erstreckt über den ganzen Raum T,;; durch bekannte Umformung findet man 
hieraus, wenn V} der Werth von V, für den Punkt O ist: 
ai 


Tı or wir 

) 10) r r 
— 47 } N -$ Bi 7: V, de, ; 
r op, op, | 


wobei de, das Oberflächeneiement der Begrenzung von T, bedeutet, p, aber 
die in das Innere dieses haumes auf die Begrenzung errichtete Normale; 
die Integration ist zu erstrecken über die ganze Begrenzung von T,. Be- 
zeichnet man mit F, die Fläche, welche F zu der vollständigen Begrenzung 
ergänzt, so kann man auch schreiben: 
© i ’ “ d = 
_4nV? = f Ku a det J ee 
U) \r op op, u ‚op op, 
wobei das erste Integral über F,, das zweite nur über F auszudehnen ist. 
Nimmt man an, der Punkt O liege innerhalb des Raumes T;,, so kann 


man bilden: 
1 I 


f o . pe 
I oV, 2,77 I coV, ee | 
un 4 J n men S — mi } 2 7 dv; u= — | J 2 de, 
r OP; Op; ' r Op; op, 
4 . 


wenn F, die Fläche ist, welche F ergänzt zu der vollständigen Begrenzung 
des Raumes T.. 


Bildet man nun aber: 


SIT Wazayds = 0 
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unter der Voraussetzung, dass der Punkt O0 innerhalb T, sich befinde, er- 
streckt über den Raum T;, so tolgt: 
“ 


- oO 
1 V ; 
Zen; Aa "9 
& r op, op, 


Wir können diese Gleichung aber schreiben: 
N . 


1 Ö V, 7 . 1 6) V, 7 e 
if . ri en V: Gr de — S . — V; ; E do; . 
/ r op, Op, , r op; OP; 


Bedenkt man, dass nach unserer Annahme längs der Fläche F folgende 
Bedingungen bestehen: 


A Er 
2 oO — '®) 
i m oV, oV, r r 
af, Zu —un 
Op, op, op, op, 
so findet man 
BR u 
I oV 2 lı ov dr 
2... Ti ai dv; 
r cp, op, € r op, op, 
F, F u 


liegt dagegen der Punkt O0 in T;, so findet man gleicher Art: 


| .. / a 
PR © » r © 
1 V ı SV i ; 
S ne nn -f\ EEE u 
E r op, op, : r 0 Op, 


Definirt man nun eine dritte Function V innerhalb des Gebietes T, welches 


- 


zusammengesetzt sei aus 7, und T, durch das Integral: 
| u 


. ö- s e © 
i I oV Mr 1 oV „vr 
—4n } | Ei ; 2 1 V; AM de, —+ / . . 2 V, I. dv», 
e  0p, op, (2 r Op, Op, 
FE 


so ist nach dem Vorhergehenden leicht einzusehen, dass V innerhalb des 

Raumes T, mit V,, innerhalb T, aber mit V, übereinstimmt. Ferner kann 

man zeigen, dass V innerhalb des Raumes T allenthalben den Charakter 

einer einwerthigen analytischen Function besitzt, der dann auch den 

Funetionen V, und Y, zukommen muss. In der Nähe von O0 nehme man 

einen Punkt mit den Coordinaten x’y'z’ an, seien ferner @ys die Coordinaten 
l . 


) | 
Ö C 
“ . | r r 
des Flächenelements de, oder de,, so können + und —— oder “ ent- 
© 9 


1 


wickelt werden nach ganzen positiven Potenzen der Grössen: («’— x). 
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(y—y). (2—2,); die auftretenden Coefficienten sind unabhängig von &, y', z'. 
Nach einem Satze der Integralrechnung darf nun, so lange x,Yy,3. in mess- 
barer Entfernung von der Grenze von T bleibt, in obigem Ausdruck die 
Folge der Operationen der Reihensummation und der Integration vertauscht 
werden, wodurch für V ein Funetionselement hergestellt ist, welches jeden 
Falls einen bestimmten Convergenzbereich besitzt. Auf der Grenze dieses 
jereiches kann ebenfalls ein Punkt O angenommen werden, für welchen in 
derselben Weise ein Funetionselement hergeleitet wird; diese beiden 
Elemente werden dann innerhalb des Raumes, der ihren Convergenzbereichen 
gemeinschaftlich ist, stets denselben Werth von V liefern vermöge des obigen 
Integralausdruckes, wodurch die Fortsetzbarkeit von V vermittelst eines ein- 
zigen Elements innerhalb des ganzen Raumes T bewiesen ist, und damit 
auch unser Hauptsatz. 

Betrachtet man die Potentialfunetion, welcher ein Flächenpotential 
angehört, so muss, wenn die Function durch die mit Masse belegte Fläche, 
die wir als ungeschlossen annehmen wollen, fortsetzbar ist, nothwendig eine 
Mehrwerthiskeit der Funetion eintreten. Bildet man die Differenz zwischen 
dem Potential und der durch die Fläche fortgesetzten Potentialfunetion, so 
wird diese Differenz gleich Null gesetzt die Gleichung der mit Masse be- 
legten Fläche darstellen. Diese Fläche hat also die für unsere Function 
charakteristische Eigenschaft, Doppelfläche derselben zu sein, längs welcher 
zwei oder mehrere Zweige der Funetion übereinstimmen; ein Zweig stellt 
das Potential der die Fläche erfüllenden Masse dar. 

Wir wollen als Beispiel eine Masse betrachten, die mit constanter 
Dichte % über einen Theil einer Kugelfläche verbreitet ist. Ist M die 
Masse, die mit derselben Dichte über die ganze Kugelfläche verbreitet ist, 
R der Radius der Kugel, r die Entfernung eines beliebigen Punktes von 
dem Centrum, so findet man unter Berücksichtigung der für die Fortsetzung 
der Potentialfunetion nöthigen Bedingungen als Differenz zweier zusammen- 


nu ‚ ' ; 2 .u . 1 1 
hängender Zweige der mehrwerthigen Potentialfunction den Werth: M( ) 


Wird R gleich unendlich, oder ist ein Theil der Ebene mit Masse von con- 
stanter Dichte # bedeckt, so ist die Differenz zweier zusammenhängender 
Zweige der bezüglichen Potentialfunction gleich: Ankh, wenn h der Ab- 
stand eines Punktes von der Ebene ist. 


Ganz in ähnlicher Weise kann man die Differenz zweier Zweige 
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einer Potentialfunetion herleiten unter Zugrundelegung eines Theiles einer 
geschlossenen Fläche, auf welche Massen so verbreitet sind, dass das Po- 
tential für äussere Punkte gleich ist dem Potential von Massen, welche 
ganz im Inneren der Fläche liegen und nicht bis zu derselben hervorragen. 


11. 

Wir wenden uns wieder zur Betrachtung eines mit Masse von der 
Diehtigkeit Eins erfüllten Körpers und wollen die eventuelle Fortsetzung 
des äusseren Potentials in das Innere untersuchen. Die Singularitäten dieser 
Fortsetzung werden uns für die Construction der Potentialfläche Anhalts- 
punkte liefern. Anstatt nun die Fortsetzung des äusseren Potentials selbst 
zu untersuchen, betrachten wir die Differenz der Fortsetzung weniger dem 
Potential des Körpers für denselben inneren Punkt. Da die letztere Function 
im Inneren keine Singularitäten besitzt, so hat diese Differenz dieselben 
Singularitäten, wie die Fortsetzung des äusseren Potentials. 

Es sei nun V; das Potential des Körpers für den betrachteten inneren 
Punkt, V 
nach demselben inneren Punkt, so ist die Differenz: 


1.) var—YV. 


die Fortsetzung des äusseren Potentials auf irgend welchem Wege 


da 


Es ist aber: 
IV =0; AV, =—An, 


‘ 


an der Oberfläche ist: 





oV, oV o’V, o’V 
Y.=I . _—_o — _: — = 


cp cp op 


Es folgen hieraus die Bedingungen für U: 
| OU AU, AU 
a) - — + —r = An. 
’ cy 02 
7 Re 


1} 
N 
Ox” 


7 


ö z 2 ı OU 
b) an der Oberfläche des Körpers ist: U=0 und Fe 0. 


ER 
Ferner ist an der Oberfläche a — 4n; diese Beziehung ist keine noth- 
wendige Bedingung, sondern Folge der beiden ersten. 

Umgekehrt lässt sich U diesen Bedingungen gemäss bestimmen, so 
muss nach dem Satze des Artikels I U+YV, die Fortsetzung der äusseren 
Potentialfunetion in das Innere sein. Zugleich ist ersichtlich, dass U nur 
abhängig ist von dem Wege, auf welchem die äussere Potentialfunetion 
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fortgesetzt wurde, also von den analytischen Eigenschaften der durch- 
schnittenen Begrenzungsflächen, nicht aber von der Begrenzung dieses 
Thheiles der Oberfläche selbst oder der Art, wie der Körper von anderen 
Flächen ausserdem begrenzt wird. Herr Bruns hat die Existenz der Function 
U bewiesen unter der Voraussetzung, dass die Oberfläche des Körpers in 
Theile zerlegt werden kann, von denen jeder durch eine analytische Glei- 
chung zwischen den Coordinaten eines beliebigen Punktes desselben defi- 
nirbar ist“). Ganz analog dem soeben eitirten Beweise lässt sich folgender 
Satz beweisen, den ich hier nur anführen will: 

Es ist stets möglich eine analytische Function V zu bestimmen, welche 
folgende Eigenschaften hat: 

1. Es soll V der Differentialgleichung genügen: IV =. 

2. V soll verschwinden längs einer Fläche, die einem analytischen 
Gesetze unterworfen ist. 

3. Die Ableitungen der Funetion nach den Normalen dieser Fläche 
sollen daselbst bestimmte endliche Werthe annehmen, welche ebenfalls durch 
ein analytisches Gesetz darstellbar sind. 


Dieser Satz lehrt uns. dass die Grenzflächen. über welche hinaus F 


nicht mehr fortsetzbar ist, so beschaffen sind, dass sie entweder nirgends 
den Charakter einer algebraischen Fläche besitzen, oder dass die Ablei- 
tungen von V nach den Normalen dieser Fläche nicht mehr durch ein ana- 
Iytisches Gesetz längs dieser Grenzfläche darstellbar sind. 

Es soll zunächst gezeigt werden, dass U im Inneren Singularitäten 
besitzen muss, also U nebst seinen ersten Ableitungen nicht im ganzen 
Inneren einwerthig, stetig und endlich bleiben kann. Angenommen U sei 
nebst seinen ersten Ableitungen im Inneren einwerthig, stetig und endlich. 
so kann man bilden: 


Wen ar + )ardyds = Anf/ fardyaz. 


Beide Integrationen sind zu erstrecken über das ganze Innere des Körpers. 
Durch bekannte Umformung folgt hieraus: 


— [dr er = An), 


op 


wobei de das Oberflächenelement, p die nach Innen gerichtete Normale ist, 


*) De proprietate quadam funetionis potentialis corporum homogeneorum. Berlin, 
1571. 
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die Integration ist zu erstrecken über die ganze Oberfläche. J ist der Inhalt 
des Körpers. Da an der Oberfläche stets 3 :0 ist, so kann diese Glei- 
chung nicht erfüllt werden, und die Annahme. U besitze im Inneren keine 
Singularitäten, ist nicht zulässig. 

Ks muss also U oder eine seiner Ableitungen im Inneren des Kör 
pers gegen die Stetigkeitsbedingungen verstossen. Dieses Verstossen kann 
darin bestehen, dass: 

l. Grenzflächen existiren, über welche hinaus eine Fortsetzung von 
U nieht möglich ist, 

2. U eine mehrwerthige Funetion ist. 

3. U an Punkten oder längs Linien unendlich gross wird. 

Im Allgemeinen können die drei Fälle gleichzeitig eintreten; wir wollen 
jedoch hier den ersten Fall ausser Acht lassen und annehmen, blos die beiden 
letzten Fälle würden stattfinden. Das Unendlichwerden an Punkten wollen 


ol 


wir in der Art annehmen, dass r wenn r die Entfernung des betreffen- 


or 
den Punktes von irgend einem andern Punkte ist, mit abnehmendem r einer 


bestimmten endlichen Grenze sieh nähert. Das Unendlichwerden längs 
or oU 0 
Linien sei der Art, dass r „. , wenn r der senkrechte Abstand eines in der 
or 


Nähe gelegenen Punktes von dieser Linie ist, mit abnehmendem r einer be- 
stimmten endlichen Grenze sich nähert. Diese beiden Fälle allein werden bei 
den Körpern, die wir speeiell betrachten wollen, eintreten. Wird U im 
Inneren in anderer Weise unendlich, so ist ein Nedueiren der Masse auf Punkt: 
und Linien nicht möglich; ich verweise darüber auf die austührliche Ab 
handlung des Herrn Christoffel ”). 

Die Mehrwerthigkeit von U kann eintreten durch eine Umkreisung 
einer geschlossenen Linie, die entweder ganz im Inneren liegen kann, odeı 
auch auf der Oberfläche sich befindet. Damit wirklich eine soiche Mehr- 
werthigkeit existirt, ist es nöthig, dass diese Linie geschlossen ist, oder, 
wenn deren mehrere vorhanden sind, die Gesammtheit dieser Linien ein od 
mehrere geschlossene Systeme bilden, wenn unter dem Begriff eines ge 
schiossenen Systems von Linien ausgeschlossen bleibt, dass eine der Linien 


in einem Punkt verlaute. 


*) Dieses Journal, Bd. 654. 8. 343. 


Journal für Mathematik Pd. LXXIX. Heft 4. 3» 
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Werden num Flächen in der Art durch dieses System von Linien 
zelegt, dass sie die Umkreisungen verhindern, so ist, wenn eine Fortsetzung 
der Funetion U durch diese Flächen ausgeschlossen bleibt, eine Einwerthig- 
keit der Funetion hergestellt mit Ausnahme der Doppelwerthigkeit, welche 
U an diesen Flächen selbst besitzt. Ist es nun möglich zu diesen Flächen 
solehe zu wählen, welehe Doppelflächen von U sind, an welchen also je 
zwei Zweige gleiche Werthe annehmen, so ist dadurch U eimwerthig ge- 
macht, und es muss dann eine Unstetiekeit der Ableitung von U nach den 
Normalen dieser Flächen eintreten. Die Existenz dieser Doppeltlächen 
kann allerdings nicht allgemein bewiesen werden, sondern sie sind in jedem 
einzelnen Falle dureh Untersuchung der Funetion U herzustellen. 

Sei nun ein System solcher Doppelflächen gefunden mit der Eigen- 
schaft keine Raumtheile abzusondern, so wollen wir den Zusammenhang 
zwischen U und diesem Flächensystem ermitteln. Es werde U im Inneren 
des Körpers und des durch das Flächensystem beschränkten Gebietes un- 
endlich an den Punkten m, m,. ... und an den Linien /, 4. ... und 


zwar sel: 


1 „ cU 
limr, = —u, an dem Punkt m,, 
vr, UV U 
NRNRL... , ne 
limr, 3 = — 2A, am der Linie /. 
/ () n 


Innerhalb des Gebietes von U nehmen wir irgend einen festen Punkt O0 an: 
es sei r die Entfernung desselben von einem beliebigen Punkte, dessen 
Coordinaten x, y, 2 sind, so bilden wir: 


I fyfjfiyrec WU OU, o’U //j dedydz 
NV RUM + © \daedydz - /J/ Be. 
AnJJ/J r vor oy 02 / r 
Beide Integrationen sind zu erstrecken über das ganze Gebiet von U, das 


dureh die Oberfläche des Körpers und die Doppelflächen begrenzt ist. Sei 
U, der Werth von U in dem Punkte O, so findet man nach dem Greenschen 


N (ff dedydz l  & cU DR x fi dl 
U = N r  4nJS/ r ©p: “17* u Ar 


Es ist hierbei de das Flächenelement der Doppelflächen von U, p, die von 


Satze: 


der Doppellläche in das Gebiet von ÜU errichtete Normale. Das zweite 
Integral ist auszudehnen über sämmtliche zum System gehörige Doppel- 
flächen und zwar in doppelter Weise, da jede Doppellläche von beiden 


Seiten das Gebiet von U begrenzt. 
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Die erste Summe bezieht sich auf alle Unendliehkeitspunkte. die 
zweite Summe auf alle Unendliehkeitslinien innerhalb des (rebietes. 
Unterscheidet man bei jeder Doppellläche eine positive und eine ne- 
gative Seite, welchen U, und U_ als Zweige von U entsprechen. so kann 
man, wenn p die in positivem Sinne gemessene Normale ist, auch schreiben: 


//j dedydz 1 '1/0oU, U. Bi x fi di 
U, = N r An. a op | op )de ee er ’ ro 


U, stellt sich also dar als die Summe von Potentialen, deren Massen über 
Flächen. Linien, Punkte und über den ganzen Körper verbreitet sind. Wir 
wollen noch zeigen, dass die Summe der drei letzten Glieder für einen 
äusseren Punkt O0 gleich ist dem äusseren Potential des Körpers. 

In der That, es folgt in derselben Weise unter dieser Annahme: 


u. (fdadyd 1 1 y/cW OU_ a a 
2. NW r a uf r \ öp op )de+ 2 pe xfi ne 


Diese Gleichung zeigt, dass für äussere Punkte an Stelle der den Körper 
erfüllenden Masse eine andere substituirt werden kann, welche über das 
System der Doppelflächen oder der Potentialfläche mit der Diehte: 

1 roU, oOU_N 


- \ — - | 
An \ cp op / 


vertheilt ist, für die Unendlichkeitspunkte Massen « verlangt und über die 
Unendlichkeitsiinien mit einer Längendichtiekeit A ausgebreitet ist. 

Bilden wir schliesslich folgendes Integral, das über das (Gebiet von 
U auszudehnen ist: 


(lo U, UT. OU | 
NN oxr oy 03 )da dydz 1]. 


so tolgt durch Umformung: 


| YoU oU_ 
en IK buch BE ci Jde+ Zu Ifidı J. 
das heisst: die zur Vertheilung gebrachte Masse ist gleich der Gesammt: 


masse des Körpers. 


111. 

Wir gehen über zur Betrachtung der Eigenschaften der Doppel- 
flächen. Die Function U besitzt zunächst eine Reihe von Zweigen, welche 
die Eigenschaft haben, dass auf keinem Wege der eine in den anderen 
übergehen kann. Sei z. B. die Oberfläche des Körpers getheilt in Flächen, 
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welche verschiedenen analytischen Gesetzen unterworfen sind, und es seien in ei 
„wei derselben durch « und 3 bezeichnet, so sind die zugehörigen Funetionen istn 
U, und U, zwei vollständig getrennte Funetionen. Eine Doppelfläche von die 
U wird die Sehnittfläche dieser Funetionen sein, welche durch die Gleichung: 

U, =U, den 
bestimmt ist. Es kamm aber auch eine Doppellläche von U dureh die beir: 
Funetion U, entstehen, wenn diese schon an sich mehrwerthig ist. Seien schn 
zwei Zweige derselben bezeichnet dureh U, und U,, so ist diese Doppel- 
fläche dargestellt dureh die Gleichung: wob: 

U, = U. 

h x ac Schr 
Hat man eine lteihe von Begrenzungsflächen «., 5, 4, ..., so wird 
das Svstem der Doppelflächen dargestellt durch folgende Gleichungen: cc 
u,=P, VGodb.. 
Betrachtet man insbesondere drei Begrenzungsflächen, so sind die zugehörigen mit 
Doppelflächen: die 
U,=U,, U=U,, U,=U,. 
Man erkennt aus dieser Form, dass je drei solcher Doppelflächen sich in einer und 
Linie schneiden. Hat man vier Begrenzungsflächen, so gehen die denselben 
entsprechenden sechs Doppelflächen durch einen Punkt, je drei schneiden bilde 
einander in einer Linie, sodass durch den Punkt vier Schnittlinien gehen. 
Es kann an Stelle von U, auch U,, an Stelle von U, auch U; treten, 
woraus folet, dass zwei Begrenzungsflächen drei Doppelflächen mit vier at 
ausgezeichneten Linien, die durch einen Punkt gehen, liefern können. Diese aaası 
alleemeinen Eigenschaften der Doppelflächen werden uns wichtige Dienste 
leisten bei der Construction von Potentialflächen solcher Körper, die von 
"lichen zweiter Ordnung begrenzt sind. Sa 
Die Massenbelegung eimer Fläche U, = U, wird nach dem Artikel TI. und 
dargestellt dureh: | 
ui A) | 
i An \ op cp /' so 1 
wenn p die Normale ist, die auf der Fläche U,= U, in das Gebiet von 
U, erriehtet wird. Durch passende Umformung findet man: 
2, a 2 | ( O( en )+( ol Er U,;) Fr ol en U; ). = 
’ } 


ls mögen jetzt zwei benachbarte Begrenzungsflächen des Körpers, die 
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.) 
Js 
j 


in einer Kante desselben schneiden. bezeichnet werden durch « und Eis 


ist nın U,=0 an der Fläche «; U;,—=0 an der Fläche %. Es wird daher 
die Doppelfläche U,= U, die Kante des Körpers enthalten. 

Wir wollen ferner beweisen, dass diese Doppelfläche allenthalben 
den Winkel halbirt, den « und 3 mit einander bilden. Zu diesem Zwecke 
betrachten wir zunächst folgende Flächen, die sich ebenfalls in einer Linie 
schneiden: 

tu a Bali, 
wobei C und €, irgend welche Constanten seien. 

Wir bezeichnen mit g den Winkel, den an irgend einer Stelle der 
Schnitteurve die Flächen 

U,-C = QV 


und 
U,—C U;—C, 
mit einander einschliessen: durch 9, den Winkel, den an derselben Stelle 
die Flächen: 
U,—C, = 0 
und 


KT Ec-% 


bilden. Sei ferner o der geodätische Abstand eines Punktes der Fläche: 
U & = U; E = 


von der Schnitteurve, so kann man für den betrachteten Punkt dieser Linie 
setzen: 

00 OP« 077, Op; 
wenn p. und p,; die von einem unendlich nahen Punkt der Curve auf « 


und 5 erriehteten Normalen sind; aber da: 


oU, oUz 
co a oo 
SO tolet: 
oU, 
sing OP. 
sin 4 7 Oo I # 
Op3 


Wir wollen den Werth dieses Quotienten ermitteln. wenn wir zu der Kante 
des Körpers übergehen, also C=C, gleich Null werden lassen. Für oe = (0 








278 Stahl, zur Theorie der Potentialflächen. 


werden Zähler und Nenner des Quotienten gleich Null. er geht daher 
über in: 


o’U, TERN 
— -—, Sinp 
SERER  .. _MR 

el ing 
ad „A -— 2-siNn@p, 
09300 op} f 


denn die zweiten Ableitungen von U, und U; nach den Tangentialrichtungen 
der Flächen & und P verschwinden: die zweiten Ableitungen nach den 
Normalen nehmen aber den Werth 47 an, daher folgt für oe = 0 

sinp = sin’g,. 
also ist entweder g=g, oder = —Yı. 

Beide Fälle können eintreten. Die Fläche U,= U, besitzt in der 
Kante der Flächen & und 2 eine Doppelkante und schneidet sich selbst 
rechtwinklig. Es kommt in der Regel nur in Betiacht der Fall, dass 
p=4, ist, insbesondere wenn +9, <2R, während der Fall = -—y, 
auch berücksichtigt werden kann, wenn 9-+9, > 2R; es entspricht einem 
solchen Zweig der Doppelfläche ein Zerschneiden des Körpers in zwei an- 
dere. entweder dureh die Fläche & oder die Fläche . 

Es liegt hier nahe die Potentialfläche eines Tetraeders zu unter- 
suchen; sind A, und Ah, die Abstände eines Punktes von den ebenen Be- 
srenzungsflächen @ und /, so findet man leicht: 

U,=2nh,; U,=2nh;. 


h,—= h; ist daher die Gleichung der Doppeltläche, die also mit der Halbı- 
rungsebene des Winkels !«/P] übereinstimmt. 

Von den sechs Halbirungsebenen behalte man bei dem Tetraeder 
nur die Stücke bei, die einerseits von den Kanten des Körpers, andererseits 
von den Geraden, in welchen je drei einander schneiden, begrenzt werden. 
Bildet man die Massenbelegung 7; einer dieser Doppelflächen, so folgt: 

n = Rsin|e pP), 
wenn R die Entfernung eines Punktes der Ebene „= hs von der Schnitt- 
kante von &@ und £ ist. 


IV. 
Wir gehen über zur Herstellung der Funetion U für Körper, welche 
von Oberflächen zweiter Ordnung begrenzt sind. U muss folgenden Be- 


dingungen genügen: 





zu 


woh 


| 
Ey: 


Soft 


der 


Man 


das 


Da 


und 


2y3 


Die 
nun 
wird 
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oe U oU_ oU 
or? + > 7.9 
Rn öy 02 


Sa 4n, 
RER i oU 
b‘' an der betreffenden Fläche ist U=0 und Er = (), 
’D 
Um einen Ausdruck für U zu erhalten, legen wir folgende Form 
zu Grunde: 
(4) U - f fizyz2, w)dw, 
wobei © eine Function von zyz ist, welche definirt ist durch die Gleichung: 
fizyz,e) =V\. 
, ist irgend eine Constante. f ist eine noch unbestimmte Funetion von 
zyzw; wir schreiben der Kürze halber: 


f(zy2z,,w)=f(w); flayz,e)=f(o). 
Sofort ist ersichtlich, dass U gleich Null ist, sobald oe = w,. das heisst an 
der Fläche: 
fizyz, w,) v. 
Man bilde nun: 
” = f “of(@o) dw+f(xzyz, vo) En 


OEL 0x OL 


u 


das zweite Glied ist aber eleich Null. daher folst: 


Le) 


oU 7) (ww) oU ofl) oU voflw 
a K dw, \ dw. / / - dw. 
i oO 


Or OX oy oy 0% z 


= 


Da nun die Ableitung von U nach der Normale einer Fläche, linear 


op 
und homogen ausgedrückt ist durch die Ableitungen nach den Coordinaten 
2y2, so folgt, dass 

ceU 


——-_ —=0 für die Fläche: f(zy3, w) =. 
op h 


Die Grenzbedingungen sind also für die Fläche f(w,) = 0 erfüllt. Wir haben 
nun /(w) der Art zu wählen, dass auch die Differentialgleichung befriedigt 
wird. Wir bilden: 


of(o) 
Or 


U “öfw) ,„., Me) © dv 
a = LEE Ta div r : = — 


OT 


0X oOx 02’ OLE flo) 


or 
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Daher folgt: 
Fu SSR BER 1 22 CO NGEN 27 LO NGEN 2 (CO HEFEER 
9.) JU-—An f Ifw) dw — fo) I( ı+ +( Er ) JM == 


OX oy 
. . 


LIE 


ou 


Es muss v=0 sein unter der Voraussetzung, dass f(e) = für jeden Werth 
der Coordinaten zy2. 

Um auf die einfachste Weise eine dieser Bedingung genügende 
Funetion fie) zu finden, setze man f(zyz,e) gleich einer ganzen rationalen 
Funetion der Grössen zyz, deren Üoetficienten allein Funetionen von ® 


sind. Man überzeugt sich leicht, dass, wenn der Grad dieser Funetion die 


Zahl 2 übersteigt, die Zahl der resultirenden Differentialgleichungen tür 


die Coeffieienten deren Anzahl übersteigt. Für die Zahl 2 lässt sich die 
Autgabe jedoch lösen. Es wird dann U eine Function sein, welche nebst 
ihren Ableitungen an einer Fläche zweiter Ordnung verschwindet. Die all- 
gemeinste Form, in welcher die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung 
mit oder ohne Mittelpunkt geschrieben werden kann, ist folgende: 
f(zyz,e) = Ar+Py+Cz#+adc+by+cz+m, 
wobei A’, B', C', a‘, b', c', m’ nur Funetionen von vo allein sind, und Ab- 
leitungen nach e der Funetionen A, B, C, a, b, ec, m sein sollen, welche 
sämmtlich für e = w, verschwinden mögen, dann ist: 
(6.) U = Ar+by+Cz+ar+by+es+m. 


Es folgt weiter: 


f af w dw 2(A+B-+C,, 


u 


Ü | n ) OfX D r Oo (® v N 
N) er a, Wagen 
OX : oy 03 


ferner 18st: 


Ö (v) 1 ) ! vr r tr 
& - = A’r’+By Hl +act+b"y+c"s+m”. 


Die Gleichung (5.) liefert daher folgende Differentialgleichung: 


OÖ " / 1; ww 7) y ; v ) 
w [ = 2(2n— A-B-(C)\(AcT+B’y+C"z 


„ R „ . „ Zi 
7 a z+b y+c'z-+m 
2 | 


4 


+ (2A + a)? + (2B’y-+b'”-+(20'2 + c' 


Es muss daher stets sein: 


© (v) 
—W A 1 ufe Se 1, 








fi 
h 


W 
w 


14 


Ww 


] . 
(1: 


el 


















Stahl, zur Theorie der Potentialflächen. 


für alle Werthe von zyzv, wobei « allein von e abhängig ist. 
halten also folgendes System von Gleichungen: 





[7 24’ 
ur | Ha = 0, 
A' A+B-+Lt 2rı 
2 2 ’ 
2 u — n / 0 
B' A- B 1- ( 2rı 
ur *) ”„ 
3 ( was 43 () 
P er A t B ( Ir 
_ a’ 2A’ 
(4 4) ' . Y / 0 
a A B+( 2rı 
’ b' 2B N 
ı) r !. — Pi 
4 h’ EEG DEE „ZU "Von 
; e” 20 
b N v ] a: 0, 
e C A ! B ( 2 
. m’ | e-ı# ec’ 
‘ ’ ‘ 4 ' ‘ I / 0 
m 2m’ A+-B-- C—?n 
wenn wir setzen: 
. = r 


2 (2n — A— B-C 
Wir haben also sieben Differentialgleichungen und acht unbekannte Funetionen: 
wir könnten daher 4=0 setzen, aber es lässt sich durch Einführung einer 
neuen Variablen in der 'T’hat die Funetion 4 eliminiren. 


Es sei # eine Funetion von e, welche der Gleichung Genüge leistet: 


ou . ou r v u . au 
—+iA-— =0 für "sel B 
Om ov v r u U. 
Die Grössen ABC.... als Funetionen von # betrachtet. sollen bezeiehnet 


werden durch A,. B,. C,. ... so folgt: 


fl’ Mes ı 
ei 
” uf ou ou 
daher: 
A” A cu 
— !., 
A’ A, or 
ebenso folgt: 
„ m en 
' y. h, 
a 
m’ m, ou . 
— | h. 
m m cr 
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Setzen wir diese Ausdrücke in die Gleichungen (7.) ein, so folgt. 
wenn wir die unteren Indices weglöschen und nun alle ABC... als Functionen 
von a betrachten. die für «= a, verschwinden sollen: 








4" 24' 
) er A+B+C—-ın 0, 
BP" 2B' 
2) B A+B+C—-a 0, 
en 20! 
) Wu ® 
| " 24' 
8. ea BEE: 
4 a’ A+ B--C— ?rı v, 
SW“ = - 0 
Te Arc a 0 
a . 2C' um 
Er A+B+C—ıan 9 
7) wir ui u 


m! 2m’ A+B--C— In 


V. 
Wir wenden uns zunächst zu dem Falle, in welchem die Oberfläche 
zweiter Ordnung einen Mittelpunkt besitzt, und können dann setzen: 
et 
Dadurch sind die Gleichungen (4.), (5.). (6.) befriedigt und es bleiben zu 
erfüllen: | 


A" 24’ 

Tal yo From 
B" 2B' 

NR 0, 

B A+B+Ü— ?nı 

er = 20’ ER 

ee Immun » 

" 
".—0(, also m= yua— u). 
m = 


wobei g eine beliebige Constante ist; ABC müssen für « = «, verschwinden. 
Aus den drei Gleichungen folgt: 
2 A" B' Ü" 


u — — 


A+ B+ Ca 1». -:9 ©: . 


ABC lassen sieh daher dureh eine Funetion s von a linear ausdrücken: 





wi 


wi 
fo] 


kı 


W 
In 


al 


u 


A 


n 
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wir definiren s durch die Gleichung: 
1 1 1 
?+ 3Ks, 
A' 1 RB Li (’ u 
wobei K eine Gonstante ist, über die wir sogleich verfügen werden. Es 
folgt alsdann: 


1 1 1 


A = K(s—e;): u“ Kis—e,): vw. Kis—e,), 


wobei e,&e, irgend welche Constante sind, die an die Bedingung ge- 
knüpft sind: 


e +e&+e =. 


Werden die drei Differentialgleichungen addirt, so lässt sich ebenfalls eine 
Integration vornehmen. Es folgt: 
log(A’B'C')—logg — 2log/A+ B+C—2n 0, 
wobei q constant und bestimmt wird durch die Grenzbedingungen für ABC. 
Es sei s=s, für v»= m,, so folgt: 
l 
K’(s,— e)(s,— e,)(s,— e,) 


( 


= q.An‘. 


Es ist ferner für jeden Werth von x: 
1 
K’(s—e)(s—e,)(s — e,) 


= q(A+B-+ÜC-—2n)‘, 
aber andererseits findet sich: 

4 
ALBLCIn}:' 


ı i J 


K’s’ — 


und aus diesen letzten Gleichungen folgt die Difterentialgleichung für s 


K’s" = 4K’gis—e,)\(s—-e&)(s—&;). 


Ueber die Gonstante K wollen wir nun in der Art verfügen, dass: 


ı = Kg, 
also: 
ss” = 4(s-—e)(s-—e,)(s—e,), 
mit der Bedingung: 
este +e =V. 


Da s an diese einzige Bedingung geknüpft ist, dürfen wir setzen: 
5 = U. 


wobei 94 die bekannte Weierstrasssche elliptische Funetion ist. Für K 
36 * 
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folgt weiter, da wir setzen dürfen: 


‘= —2yl(s-e\s—&)(s—&), | 
also sol 
») dass 
+2Ky(s—e)(s—e)\(s-e,\ = — 
N - . s A+-B+C—?n 
z setzt man nun a = 4. s—=$,. So Ist: 
] - Y 
- TE 2 } (S,—Eır, Su&) (Sı—E&;). 
{nd man hat: Der 

U— Ar’+By+Czr+giu— u), bolo 

wobei: 
| 7 en . == nf PR... . 6 = a nn wen 
K. pu— e, k pu— e, K pu— e, lies 
u, u, U, (lES 
Und zwar verschwindet U mit den ersten Ableitungen an der Fläche: 
x 3° Fest 
+24 +gK = 0, “ 

I, — e, S, Pe e, S, u e, tren! 
wobei für gK jede beliebige Uonstante gesetzt werden kann; wir werden .- 
in der Folge gK entweder gleich Null oder —1 setzen. wire 

Wir machen ferner die Voraussetzung, dass e, > & > e, sei. Dann 
kann die Gleichung: 
oO 2 2 
x l S . 
4 B. 4 Lt: so | 
sm. ae 
bekanntlich je nach dem Werthe von s, ein Ellipsoid oder eins der Hyper- 
boloide darstellen: für gK=0 stellt die obere Gleichung eine Kegelfläche 
dar. Sind die Quadrate der Halbaxen dieser Flächen gegeben durch die 
Grössen & > 9 > y, 80 setze man: 
P+r— ?« 
se = g, e, = 3 . 
| y-+a—2ß a-+ß+7 AUS 
Su -06 = P, 6; en N ’ $,) Sa 3 . 
3 abnı 
R ” EA, HP — 2% dies 
S 6 /? € a 3 “ 
wodurch die Invarianten von 9a bestimmt sind; es muss hierbei jedenfalls 
«>> 0 sein, damit die Gleichung eine reelle Fläche darstellt; das heisst. es | Ne: 
Ist stets Ss, > &. gan 


jerrachter man nun die Gleichung: 
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„2 2 
I 1 Y | 
+ + =1, 
.—| s— e, s— e, 


[A 


so liegen bekamtlich die drei Wurzeln von s zwischen drei Grenzen, so 
dass wir folgende Fälle unterscheiden können: 


L-:# DET > 
2) ur > 
3) >> > 


Der erste Fall entspricht dem Ellipsoid, der zweite dem einschaligen Hyper- 
boloid, und der dritte Fall dem zweischaligen Hyperboloid. 

Zwei verschiedene Wurzein von s können nur in einander übergehen. 
wenn sie beide die Werthe e, oder e, annehmen; man findet leicht, dass 
dies nur am Rande der beiden Fokaleurven eintreten kann. 

Wenn daher bei der Bewegung des Punktes zyz diese Ränder aus- 
veschlossen bleiben, so werden die drei Wurzeln stets von einander ge- 
trennt sein. Damit also U eine einheitliche Funetion darstelle, die für 
s=s, verschwindet. ist es nöthig, dass s in demselben Intervalle gewählt 
wird, in welchem sich s, befindet. 


Setzt man ferner: 


Se Ist: 


/ ds / ds / “ ds 
au = —- ! 2. U, in 
vs gr vs vs 


ui 
t 


Intyaly 
u s—e, y9 


y Is 
Ü 277 uf | Zu 
. s—e, y®s 


Aus diesen Ausdrücken erkennt man leicht, dass, wenn Az, By, Üz, für 
abnehmende zyz bis zu Null, sich überhaupt einer endlichen Grenze nähern. 
diese Grenze stets negativ sein muss. Ferner findet man: 

un = BAz: wc :2Bby: ni = Us. 

Or oy 02 
Inese Ableitungen nähern sich also für verschwindende zyz ebenfalls ne- 
vatıven Grenzen, wenn zyz von der positiven Seite gegen Null sich nähern. 
Wir wollen nun dazu übergehen, die Grössen ABU weiter zu ver- 
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folgen; es ist: 


du 
2 a ef Ä 
ou — 
aber: 
1 _ Plutw)-e, 
pu—e,  (e,-—e, Le. —e,) ' 
wenn: 
. f ds " f\ ds ds 
_— 7 , ‚_ = /’Q , er —@ 
R vs i vS’. vs 
oder: 


Fi ds ae ” ds " $3 
| a | - =-w+w0=w"; 7 — W', 


Es ıst aber: 


Soudu LEE | 
ou 
wobei M eine beliebige Constante ist; man findet daher: 
ea 2nyapy 0 (uw) 0 (u+ W') 
le («— P)(@—y) > ou+o) ot) +&(u— m), 
An yYaßy (o(u+w" o(u+® -. ar 2 ’ 
B (P—e)(P—y) t o(ute") ou ten " ac ua) 
. 2nyapy o(u+0) a'lw+w) j Br 
Er g — a)(y— Pf) | o(u--w) o(u,-+-w) ne | 


Wir wollen hier zunächst den Werth lim2Ax herleiten. 


2 U) 


Es wird dann s den Werth e, annehmen, x den Werth w', daher wird 
>) 


® 0 (2w) . . B ® . 
A unendlich werden, da —,-; unendlich gross wird. 
(2) 
Bilden wir: 
(ur) _ au, oW +4 p'u 
oWw+o)  ovu 0W Bo 


30 bleiben die beiden ersten Glieder für «= w' endlich, und es folgt: 


lim2Ar = An Yaßr ı PB; . 
ur & («— P)(e—y) ? Pu —e, ei 


wenn rechts u= w' gesetzt wird; aber es ist: 


p’u — a | 
j . = — yV(s-— e) (S— &) (S— &); lım ed — -y an x 2 4 HERE 


er hf e; e, —e, 

















Dah 


In d 


N 
lim — 
C 


ee 


MUSS 


diese 


sind 


und 


angeg 


MUSS 


Der : 


dem ı 


MUSS 


Das j 
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Daher folgt: 


ar: ..% Anyapy / A" 
lim2A x = lim —— = — € ne A Y1+ ie 

20 r—V) OT } (@ Be P) 0; . Y) G — ß GG — 7 
S— Pa % + 


In derselben Weise findet man: 


. |; In aß; | x* z. 

lim2By= lm. —- = —- 4 nit | 1— +5 

y=l) yı oy Y (@ an 9) (2- u Y) 14 u 8 pr” Y 

s ._oU Anyap / x’ y” 

lim2Cz = lim — = —— r a V 1— a 

0 —) 08 Y(e—z)(#—7r) 1.7 
OU i 


. . »e rY Mh ... . 
lim —— ist für alle Werthe von y und z reell, da positiv bleiben 
eV Or n Ss — E£, 

muss, denn s—e, nähert sich von der positiven Seite dem Werthe Null: 
dieses Verhalten von —_ tritt nur ein bei dem zweischaligen Hyperboloid. 


AT! 


Bei lim- 


CO . . arr . 
3, sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
0) 


73 


a) s—e, nähert sich von der negativen Seite dem Werthe Null, so 
sind die Werthe von x und z an die Bedingung geknüpft: 


= ug 4 
l— au <N. 
oe „AD Zu ee 


und innerhalb dieses von der Fokalhyperbel begrenzten Gebietes tritt das 
angegebene Verhalten von 7, ein und lietert einen reellen Grenzwerth. 
b) s—e, nähert sich von der positiven Seite dem Werthe Null, so 
muss sein 
1- a—ß P—}Y v. 
Der andere "Theil der Ebene y=0 kommt in Betracht, wir haben es mit 
dem einschaligen Hyperboloid zu thun: =, bleibt reell. 


. . oU . hd » ° Vor 
Bei lim - unterscheiden wir ebenfalls zwei Fälle: 
-—() 
a) s—e, nähert sich von der negativen Seite dem Werthe Null, so 
MUSS sein: 
2 2 


MER. Es. 0. 


aß B—y 


’ 


Das in Betracht zu ziehende Gebiet der Ebene z= 0 wird begrenzt von 
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der Fokalellipse; = bleibt reeil; wir habeu es mit dem einschaligen 
Hyperboloid zu thun. 

b) s—e, nähert sieh von der negativen Seite dem Werthe Nuli, 
dann Ist: 


u „B 

a—yr P-—-r | 

” r y . % » oU . 

Es kommt der andere Theil der Ebene z=0 in Betracht: — - bleibt reell. 
02% 


wir haben es mit dem Ellipsoid zu thun. 
Aus diesem Verhalten der Ableitungen von U erkennt man, dass U 


2 
eine mehrwerthige Funetion ist: denn . ändert sein Zeichen mit x, nähert 
sich für = 0 einmal dem angegebenen Werth, wenn x von der positiven 
Seite der Null sich nähert; geht aber in den entgegengesetzten Werth über, 
wenn 2 von der negativen Seite Null wird. Um für s=e, eine Fortsetzung 
für U durch die Ebene 2= 0 zu erhalten, müssen wir nothwendigerweise 
alle Grössen, die für e=0 verschwinden, ihr Zeichen ändern lassen. In 
diesem Falle wird yS das Vorzeichen ändern, daher auch v„—- w' = ev"; setzen 
wir noch — © =», : so können wir die Grössen ABC in folgende Form 


bringen: 


2nyapy ‚ o'r" o'v, ai ie 
“ r „ f e bi En N, ‚ 
(a—- B)\(a-y)tor" on, \* er 
an yady ,0” 0v em N 
b I \f 7 ! 77 — 1 e,|e —D,, (> 
Bein tor" ar, 
(! 4 Ir) ad ) 0, eo” En 0, d. { e (m Pr Po 
; (yv—a)(y—P) lo,r"”" Te “1 
Da nun die sämmtlichen Quotienten : 
a 0} 0 6, 


5 
0 0, 0, 0, 
ungerade Funetionen sind, so werden, wenn wir mit A,. B,. C, die Werthe 
von ABC bezeichnen, welche sie erhalten nach einem Durchgang dure! 
die Ebene z=0 für s=e,, die Differenzen zweier Zweige dieser mehrwerthigen 


Funetionen sieh darstellen in folgender Weise: 


Anyapy (oe 
A— A; — 7 43 ZZ +e,0",, 
(«e— P)(a—y) or 
Inyapy \or" m) 
B . B; — 5 n a \ ! m + e,® f . 
(d— a)(d— 7) ‘0,0% 
a ie it. 
C—-(, = - BR ben x + eo (- 
Y—a)(y— P) to,» 








Ww 


ul 


Bi 
un 


W 


Fi 
du 


Di 
te 
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Es ıst also in diesem Falle, der sich auf das zweischalige Hyperboloid be- 
zieht, die Funetion U eine mehrwerthige Function, von welcher eine Doppel- 
fläche die ganze Ebene 2=0 ist. Die Massenbelegung eines Thheiles der- 
selben, welcher bei der Construction einer Potentiallläche eines Körpers in 
Betracht kommen kann, ist nach Früherem: 

1 o(U,—U_) IA 2 yapßy 

4 OX ga V(@e— P)(@— y) 
wobei also: 


a>V0>P: Y. 


(Ganz die nämliche Betrachtung lässt sich machen, wenn s den Werth 
e, annimmt und „=0 wird; es ist dann s, entweder zwischen e, und e, oder 
e, und e,. Wir setzen in diesem Falle: 


zZ [2 ! 2 
 =u-0; = -W 
und stellen die Form her: 
4 = en ) ay ‚0, 0" a 0, v, | e ce ® f 
“ (@«— P)(a—y) ! o,0" ov, vr 07/49 
B — en] aßy ) o'v" 0 v, I > ff “ 
= 9 - Re : RT 3 re\t —— Da W 
(/ ji +2 O0 OV, 

% “m 

<7t) ady 0,1 IE 
(! una \ 3 3 1} N e, vo ©, 


—a)(y— P) !o,v" 08 
Bei der Fortsetzung durch die Ebene y=0 hat ©” das Zeichen zu ändern, 
und wir finden als Differenz zweier Zweige der Funetionen ABC die 
Werthe: 


AnyYapdy 7,0" " 
A — 4A. — 7 l Es " Bu „ + 6; 0 . 
(@e— P)\(@—y) 0, ® 
Anyaß o'v" . 
B-B, u —— / Y=27 | „ +6&0 w 
z (A — a)(P—y)! ov g 
Anyapy o,v' \ 
= - Pr UL on 
tee. 


Für das zweischalige Hyperboloid ist die bezügliche Doppelfläche bestimmt 
dureh: 


‚? - 


x PL 
v=-0 und in ar 
J a Pt 
Die Massenbelegung eines Theiles dieser Doppellläche, der bei einer Po- 
tentiallläche auftreten kann. ist: 
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RN 1 TR 2yapßy di BER, ar 
An oY Yaa—-Md-y) Ya-B Br 
Für das einschalige Hyperboloid ist die Doppelfläche bestimmt durch: 
ib A ee <= 
r aA Br” 
Die eventuelle Massenbelegung derselben ist: 
a 2y-apy yi-. Pu“, 
Y(@a— A)(f—r) ur a 2), 


es ist hier: 
a>P>V0>y. 
Zum Schlusse ist die Betrachtung zu machen, unter der Voraussetzung 
dass s dem Werthe e,, 3 sich der Null nähert; wir setzen: 


v =ua—-0, = —W 


und finden analog dem Vorhergehenden, als Differenz zweier Zweige: 


Pe Anyafy \o,V , 
A-A = Halte 
Anyaßr ko  j 
N (A—a)($#—y) !o,v ei 
vr 4nyapßy o'v \, 


s, Ist entweder zwischen e, und e, oder zwischen e, und +. 
Im ersten Falle, der dem einschaligen Hyperboloid entspricht, folgt: 
a>P>0>y. 


Die Doppellläche ist bestimmt durch: 
z 
3—=(0 und ar- >} 
ee; 


die eventuelle Massenbelegung: 





Yy 2 2 
a Y— apßy Y cl 


Ve-ndn Vai tan 

Im zweiten Falle, der dem Ellipsoid entspricht, folgt: 
2 > B> yv> (. 

Die Doppelfläche ist bestimmt durch: 


u re 
@—y —y 








di 


zZ 
e] 
d 


Ö 


u 


\ 
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die Massenbelegung derselben ist: 


2yaßy ' a” y’ 

n = _ u ’ 

Y(@e— y)(P— >) a—y P-—-r 
Aus dem Letzteren folgt der bekannte Satz, dass die Masse eines homogenen 
llipsoids über den von der Fokalellipse begrenzten Theil der Ebene 2 
Ellipsoids über den von der Fokalelli begrenzten Theil der E] 0) 
so vertheilt werden kann, dass die Anziehung derselben für äussere Punkte 
[ gleich ist der Anziehung des Ellipsoides; die entsprechende Massenbelegung 
ist sofort durch 7 gegeben. 

(sehen wir zur Betrachtung des Kegels über, so ist statt gK = —1 mur 





zu setzen gK =0; die Fokalhyperbel geht über in zwei Gerade: die Fokal- 
ellipse redueirt sich auf einen Punkt. Das Verhalten von U ist ganz analog 
dem Verhalten von U bei dem einschaligen oder zweischaligen Hyperboloid. 

Wir wollen zunächst die Funetion U für Rotationsflächen zweiter 
Ordnung mit Mittelpunkten herleiten; in diesem Falle reieht es aus, eine 
Form von U herzustellen. deren Discussion alle diese Flächen erledigt. 
Wir setzen: 

se ßr rert+y; 
st Ze=y+ 0: s-—e=a+0, 

o ist als Wurzel der Gleichung anzusehen: 
ok = Q, 


eo 


a 
Q 

bi 
ur 
Q 


und zwar ist die Wurzel von o zu wählen. welehe im Stande ist. in den 
Werth Null überzugehen: über das Verhalten von y und « treffen wir keine 
Voraussetzung. 
Alsdann ist: 
U Ar +Cz#°-+D. 
’ıG do ‚ 0 do 
A=noyy  C=nayy 
f N \?7/ ‘ f | N / \3 
ut \@& nn 0) YY+ 0 0 \@ ro)\Y r0)° 
’ ’ do 
Be gKaayyf — h 
“ (e@+ro)yy+o 
AU= 4n; U nebst den ersten Ableitungen verschwindet an der Fläche: 
r” z k 
+— —gkK =. 
[44 Y 
Es folgt: 
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4 NE Yr+o_ | | gi“ Yr—a+tYr+o Yr—a -Yy\} 
geile, tra Bra  Yr-a-trte Yr-errz 
na: Fi. a BUL 2 Ih | er Yr—a—Yr\ 
ra Iyy»+o Yr  Yr-—a "Yr-e-Yrto Yr—aryr!' 
DR er ehr te Arche. 
Yr—a years tre Werl 
Setzen wir zunächst: 
>D>e, A = —L 
so ist: 
— tr ı, 2 
re 


die Gleichung des zweischaligen Rotationshyperboloids; es kann o einmal 
den Werth —y erreichen, dann ist gleichzeitig 3 = 0. 

Es ist aber: 
— 2:0 
und nähert sich entgegengesetzten Werthen, wenn z von entgegengesetzten 
Seiten der Null sich nähert: da +0 von positiver Seite aus Null wird, 


so folet: 


R 2 / r’ 
lim — V 1+ i 
0 Yyy-+o Er 
o0=—y 
1 ıU,— U) 2ayy /ı, mM 
N — 5 ö \ > Ba — == si V 1-+ ee Bun 2 
Arı 03 y—ü y—a 


z—=() ist eine Doppelfläche, für welche n7 die eventuelle Massenbelegung 


ist. — Wir setzen weiter: 
v>0>eo, gK=+Hl 
so Ist: 
_r? „2 
—t1 = 0 
we + re | 


die Gleichung des einschaligen Rotationshyperboloids. Die Doppelfläche ist 


bestimmt durch: 


it — —1>>0, 
y—a | 


(die Massenbelegung derselben: 


Zayr | 
er ME ech 
yo & A 





die ( 


die 


läng 


loga 
even 


Es ı 


Es t 


Dah 


die 
auf ı 
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Setzt man dagegen: 
0>yrN! -O, gK 1], 

so ist: 

2 


144 —/4 


H = 0 


die Gleichung eines Rotationsellipsoides. Die Doppelfläche ist bestimmt durch: 


r" 


z3=0 und 1<0, 
y—a 
die Massenbelegung derselben: 
n ——— . | ] - : 
y—a y—a 


Ausser dieser Mehrwerthigkeit besitzt U noch ein Unendlichwerden 
längs der ganzen Rotationsaxe oder eines T'heiles derselben. Es wird U 
logarithmisch unendlich für r=0 oder e+0 =, und zwar findet man die 
eventuelle Massendichtigkeit der Linie r=0 durch: 


i R ol 
i= —!ılımr 
a 
Es ist aber: 
oU 
| — 2Ar. 
or 
Es folgt ferner: 
m r” - 
lim —— = —gHK— 
„u & 0 y-«& 
14 —Ö 
Daher: 
nayy z 
= —— (sH-—_.) 
‚„—« Br 
Ist nun: 
v>V>o, gK -1, 
so ı1st: 
2 2 
—r PO 
+ —1=0 
—(it Y 


die Gleichung des zweischaligen Rotationshyperboloids; A ist beschränkt 
auf die Strecke der Axe, für welche: 


D) 


I — Fi 
; 
-) 
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Ist dagegen: 
>00 >>. gK = +1, 


j 2 
so 18t: 
BE 2? 
+—+1 = 0 
— (Mt Y 
die Gleichung des einschaligen Rotationshyperboloids ; 
nay 2" 
nn Be +1), 
De He 
4, erstreckt sich über die ganze 3-Axe. 
Ist schliesslich: 
v>e>O$, gK= —1, 
so ist: 
r? 2? 
PA 
” Y 


die Gleichung des Rotationsellipsoids; 


63 


= rer: (1- =; ). 


A ist beschränkt auf die Strecke der Äxe 


WUP.. N), 


BR en 
j' & 


Zum Sehlusse betrachten wir die Kugel; es sei dann: 
Km nam hrs; 


sei o der Abstand eines Punktes von dem Centrum, so folgt: 


an, e. 
U= 5-(oe-R)(o+2R). 


3p 
U wird unendlich für e=0; es folgt daher die Masse, welche eventuell in 
dem Centrum concentrirt werden muss: 


u=7 R'. 


Der Rotationskegel wird leicht erledigt, wenn gK = 0 gesetzt wird. Es ist 
für ihn: 


u nayyz’ 

gl Lie 
(Y- ea)? 
v1. 


Wir gehen über zu dem Falle, in welehem die Fläche zweiter Ord- 
nung keinen Mittelpunkt besitzt. In dem System (8.) der Differentialglei- 





chun 


Danı 


AU - 


weni 


neue 
Punl 
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chungen setzen wir: 





A=0. b'=c ), 


Dann bleiben zu befriedigen: 
RB" 2B' 


_ = U 
b’ B-+C-—?Rn 
Bj, „ 
( 2C ie 
Ce "B+C- a 
n 0, 
a 
m! 1 a’? ER 
ru u er nn 


B, C, a, m sind Funetionen, die für «= «, verschwinden. 
U = By +Cz+axc+m, 
AU=4n; U und - verschwinden an der Fläche: 
By+Cz+ac+m = (0, 
wenn in dieser Gleichung a = «, gesetzt wird. 
Die Gleichungen lassen sich ebenso leicht integriren; wir führen eine 
neue Variable o ein, die für «= «, verschwindet und durch die Lage eines 
Punktes mittelst folgender Gleichung bestimmt ist: 


y' z ’ a” / P-+ry 
wenn alles ige . ei u } zo 
Äte ' 30 +a4T 4 ( 5 +6) 0, 


a ist eonstant: U verschwindet von der Fläche: 


r + s -r ac — 5 (P+7) = V. 
Man findet leicht: 
Er BYy+ I a and ern 
B=- 1; (=—-— aus 
y 60) . A—y v4 By u 
a=2un - log ve rn a = any— By}are cos - arc cos ee, 


BE n yAraet 0) —1 


m = 
oU OU eu 
oy er —=2yB, 02 — 22 & 
im :;: . u. 
dm a RE ee | 
ms YY—P ud 
lim OU Any /a® 7»-B,,v, 
BE - = \ a / Er +42— Br 
u, 08 vr—ß ar 
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Sei zunächst: 
+ >B>B, 
so hat man es mit dem elliptischen Paraboloid zu thun. 
Die Doppellläche ist bestimmt durch: 


a” y—P z° 
Zu -48°— u 
J 4 2 Y — h} Pr 
Die eventuelle Massenbelegung: 
u; 2) dy a” y—Pß Be ir” 
} yon B | 4 2 > dm } 


Ist dagegen: 

v>V>P, 
so betrachten wir das hyperbolische Paraboloid; eine Doppelfläche ist be- 
stimmt durch: 


a’? y Fo ß ' 2° 
y—=V0 2a ER" 7 N. 
y V, 4 > ax wii u 0 
Die Massenbelegung derselben: 
2 / / u 2 Er 
ve |, Ay 
n = — +40 — _—— 
Die andere Doppelfläche ist bestimmt durch: 
a” y—P y” > 
= , £_ = — — 4 . 
3 4 5 tax ia an 0 


Die Massenbelegung ist: 


2/— — 23 "y—f 
. By — EP, 
Ka ud, ı 2 
Für das Rotationsparaboloid findet man: 
r" =’ +3; C— B: P=Y, 
e” a” 
> \ Pr 
BL 4° 4 (P+0) = 0 
als Gleichung für o. 
P-+o 
ß 


, 20 Di 
U=[r: Pe +zanplog 


U verschwindet an der Fläche: 


ra 
-7 nßo. 


r' . a’” 
ztres . B =. 


U wird an der Rotationsaxe logarithmisch unendlich; man findet die Massen- 





bi 


S( 


di 
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belegung: 





7 —- Dar. 


Ist @ > 0, so muss stets sein 2 <Z0 und umgekehrt. 
Für die Cylinderfläche ergiebt sich: 
A=0;: ad = db!’ = —=N, 


B” EEE eo. 
B' BIC-a ' 06 B+C—-?2n 
m — const. = —1. 


Es folgt: 
U= By+Cz-+m. 
o ist bestimmt dureh: 
y' | z 


: —] 0. 
+0 'y+o 


U nebst den ersten Ableitungen verschwindet an der Fläche: 


x’ 2° 
) + —1 v. 
P Y 
‘ ) ‘ FM} 
BB 2 2rıy \ pP Fre 1}: ( nd \ Y PT 60, 1!. 
P- Lo, (PH 0, \' P- + B ; I 0, ’ 
k | or, 3 -0 
m 2nyPylog = 
‚YvrYp 
Sei zunächst: 
Y u iv} > () 


so ist die Doppelfläche von zwei (seraden begrenzt und zwar: 


y=0; — . 
J »—ß 
. 2 Py | Z 
| u 
\r— y—i 
Ist dagegen „>0>P, so ist die Doppelfläche bestimmt durch: 
=D . k 
Y »—R 
2 an nr / z 
7 Au x. \ 5 -1. 
y-rtri 


Für den Rotationseylinder ist: 
B=y=R; B=C. 
Sei r die Entfernung eines Punktes von der Axe, so folgt: 


U = n{r—R’)+nR’lor 


) 


Ä 4 
ii 
die Massendichtigkeit für die Axe ist: 4 -aR'‘. 
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Zum Schlusse betrachten wir den parabolischen Cylinder; das System 
der Differentialgleichungen liefert: 

A = B' = e' ee () 
("” 2C' a’ i bh’ . > bh"? 


— (): — — ()» — {}° a 
(' C_2n 0: a’ 0: p' 0): m Irma y 0). 


a’ und 5b’ sind constant; es sei o Wurzel folgender Gleichung: 


e +(a’c+b'y) de 0 
-az+b'y)—-— — — =(, 
Yy+o 4 | 


au ‘ 
+0 : 


und zwar verschwindet U nebst den ersten Ableitungen an der Fläche: 


„® a” h'? 
+az+by— — 7-0 
Die Doppelfläche ist bestimmt dureh: 
a4 bh"? RN 
2-0 und 3 > a'r+b'y. 
Die eventuelle Massenbelegung: 
_ 5) /a” y"? ee b' \ 
- He zyy\ 4 —(arz+bdy). 


vn. 

Nachdem für alle Flächen zweiter Ordnung die Funetion U her- 
eestellt worden ist. wollen wir die Construction der Potentialfläche für einen 
Körper, der von beliebigen Theilen dieser Flächen begrenzt ist, angeben. 
Die Fläche, welche bestimmt ist durch die Gleiehung: U,= U,;, wollen wir 
der Kürze halber durch («P) bezeichnen. 

Zunächst soll gezeigt werden, dass wenn zwei Doppelflächen: («P) 
und (ey) eine reelle Schnitteurve besitzen, diese Linie keine isolirte Linie 
der Fläche /2y) sein kann, d. h. die Fläche (5y) besitzt an allen Punkten 
der Linie reelle Tangentialebenen. Durch einen beliebigen Punkt der 
reellen Schnitteurve von (a?) und (ey) legen wir drei Axen, eine [-Axe 
in Richtung der Tangente dieser Curve, die beiden anderen senkrecht zur 
C-Axe und zwar die n-Axe in die Tangentialrichtung der Fläche (ay), die 
S-Axe in die Tangentialrichtung der Fläche («P); so ist in diesem Punkte: 











e 


d 
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oT, cU. ’ 
erG t 


cn cn d- O& - og 
Sei ferner f eine Axe, die von demselben Punkte in irgend welcher Rich- 


tung gezogen wird, so ist stets: 


oU; oU,; t oU; ol B TR | ol; ol, 

— = — . A+ —- ur —vV + — U- = v, 
7 08 on o o& on a 
ol oU, , oU, BE: oU, . oU, oU, 
— = —ti+ ur Tr ht — ut —-V. 
ot Os on 0% OS on Os 


Soll nun die Fläche /?y, die betrachtete Curve nicht als isolirte Linie ent- 


’ 

halten, so muss eine Richtung so bestimmt werden können, dass: 
cU; R C I y 
ol ol 


Man findet daher: 


Rd Berk ru | = A eN, 
Die Faetoren von A und « können nieht verschwinden. daher kann - stets 
enisprechend bestimmt werden; haben also 7) und (ey) an der betrachteten 
Curve reelle Tangentialebenen, so ist dasselbe der Fall für die Fläche (7 
die Curve kann nicht eine isolirte Linie derselben sein. 

Jeder Theil « der Oberfläche des Körpers liefert eine Funetion U,, 
welcher wir ein Gebiet in folgender Art zuertheilen wollen. 

Das Gebiet begrenzen wir durch die Fläche oe, für welche U, ver- 
schwindet, aber wir begrenzen es noch nicht dureh die Doppellläche von 
U, oder die Fokallläche von «, dureh weiche wir eine Fortsetzung von U, 
zulassen, so dass im Inneren des Körpers selbst eine Mehrwerthigkeit von 
U, vorhanden ist. Hat man bei der Bewegung eines Punktes die Fokaltläche 
durchschritten und ist wieder zur Fläche « gelangt, so soll « nieht mehr als 
Begrenzung des Gebietes angesehen werden: U, wird daselbst nicht mehr 
verschwinden. Wir betrachten nun zwei Begrenzungsflächen « und /?, sie 
liefern eine Doppeltläche (a): und zwar ist nur der Theil der Fläche («? 
zu berücksichtigen, welcher dem Gebiet von U, und gleiehzeitig dem von 
U, angehört. Treffen « und 9 einander in einer Kante des Körpers, so 
wird (@P?) den im Inneren des Körpers gemessenen Winkel dieser Flächen 
halbiren. 

Um nun zu einer Uonstruction der Potentialfläche zu gelangen, 
werden wir zunächst einen Theil derselben betrachten, welcher über der 


38" 
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Begrenzungsfläche @ nach dem Inneren des Körpers zu eine Höhle ab- 
erenzt. Ein Theil der Begrenzung dieser Höhle kann von einem Theile 
von («ß%) herrühren. Nehmen wir eine dritte Begrenzungsfiäche y hinzu, 
so können sich die drei Flächen: (ep), (Py). (y«) in einer Linie schneiden, 
welche auf der Fläche («@?) nach einer Seite hin einen Abschluss derselben 
bilden soll und zwar ist der Sinn dieses Abschlusses, welcher gleichzeitig 
für die drei Doppelflächen Statt findet, in der Weise festzusetzen, (dass je 
zwei Flächen « und /? stets durch den restirenden "Theil von (@P) von 
einander getrennt bleiben, oder ein Durchschreiten von (yP) und (ya) nöthig 
ist. um von « nach 3 im Inneren des Körpers zu gelangen. Ist der Sinn 
dieser Begrenzung zweifelhaft, so ist es erlaubt, den einen oder den anderen 
Theil von {«@P) beizubehalten. Schneiden die drei Doppelflächen einander 
nieht in einer Linie, die den betrachteten Gebieten angehört, so behalten 
wir die Flächen zunächst ihrer ganzen Ausdehnung nach bei. 

Wird nun an Stelle von y eine vierte Fläche d gewählt, so kann 
dieselbe wieder Ursache einer zweiten Grenze von (@«/P) sein. Nachdem 
nun alle Begrenzungsflächen des Körpers an die Stelle von y getreten sind, 
wird von der Doppellläche (@/P) ein Theil übrig geblieben sein, den wir 
als Theil der Potentiallläche des Körpers beibehalten. Dabei ist nicht aus- 
veschlossen, dass kein Theil von («/) übrig bleibt. Es ist ferner noch zu 
beachten, dass die Fläche «@ selbst oder $ auch als dritte Flächen berück- 
sichtigt werden müssen; die Fokalfläche vertritt dann die Stelle einer Doppel- 
fläche, die zwei anderen Doppelllächen gehören demselben oder ver- 
schiedenen Zweigen der Fläche (@f) an. Da die Fokalfläche in der Fokal- 
eurve sehon eine natürliche Begrenzung besitzt, so kann es eintreten, dass 
von der Fokalfläche nur ein Flächenring bestehen bleibt, durch dessen 
Oeffnung die Funetion U, fortgesetzt wird. 

Hat die Fläche («@?) durch dieses Verfahren keine Begrenzung er- 
halten, so behalten wir sie der ganzen Ausdehnung nach bei. 

Ks ist nun zu zeigen, dass, wenn an die Stelle von £% irgend eine 
andere Fläche y tritt und die Fläche (@y) ebenso behandelt wird wie (@P), 
ein Aneinanderschliessen aller dieser Theile von Doppelflächen stattfindet, 
so dass an der Fläche « in das Innere des Körpers zu in der 'That eine 
abgeerenzte Höhlung entsteht. Es möge ein Theil der Grenze von (aß) 
durch Betrachtung der Fläche y entstanden sein, so wird umgekehrt ein 


Theil von (ey) eine Begrenzung unter Hinzuziehung von 9 erhalten. Sollte 
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nun durch eine vierte Fläche d die gemeinschaftliche Grenze von (aß) 
und («@y) theilweise oder ganz abgeschnitten werden, so muss dies in der 
Art zeschehen, dass sie nun wieder dasselbe Stück der Linie («), (a@y) 
zur Grenze erhalten, denn die Doppelflächen, die entstehen durch die Flächen 
a, ß, y, 0, gehen sämmtlieh durch einen Punkt. Die Flächen («/) und 
(@y) behalten daher als Grenze stets dasselbe Stück Ihrer Sehnittlinie, oder 
die Schnittlinie wird zur Grenze entbehrlich. Im letzteren Falle treten an 
Stelle dieser Linie bei «P) und (ay) die Schnitte dieser Flächen mit (od), 
so dass nun die Fläche (@«d) an (@P) und (@y) sich anschliesst. Man sieht 
somit ein, dass in der That ein Aneinanderstossen der Flächen: (@/), (ey), 
al). ... in der Art stattfindet. dass dieselben im Stande sind an der Fläche 
oe nach dem Inneren des Körpers zu eine Höhle abzugrenzen, die nicht 
eeschlossen zu sein braucht, wenn ein von dem ersten Theil von « »e- 
trennter Theil ebenfalls eine Begrenzungsfläche des Körpers ist. Sind auf 
diese Weise für alle Beerenzungsflächen «, 9, y, ... die Höhlungen be- 
stimmt, so ist durch die Art der Entstehung derselben klar, dass die 
Höhlungen nieht mit einander in Collision gerathen können. 

Auch kann es nicht vorkommen, dass durch das System «lieser 
Flächenstücke (@P)... ein Raumtheil von dem äusseren Raume abgeschlossen 
wird, denn die Höhlungen von « und 5 stossen ursprünglich mit demselben 
Stück der Fläche (@/) aneinander: jede hinzutretende dritte Fläche bewirkt, 
dass für beide Höhlungen dasselbe Stück von (@«P) als Grenze bestehen 
bleibt. Einige Beispiele werden die Art der Entstehung einer Potential- 
fläche erläutern. 


v1l. 

In den Figuren 1 bis 11 sind dureh parallelperspeetivische Zeich- 
nung verschiedene Fälle der besprochenen Potentialfläche dargestellt. Die 
Zeichnungen machen keinen Anspruch auf Genauigkeit, sondern sind nur 
dazu bestimmt der Vorstellung zur Hülfe zu dienen. Zu bemerken ist, dass 
die scheinbaren Grenzen der den Körper begrenzenden Flächen dureh strieh- 
punktirte Linien angegeben sind, die scheinbaren Grenzen der Potential- 
tläche und die Kanten derselben, zu welchen auch die Kanten des Körpers 
gehören, sind ausgezogen. Es ist dabei vorausgesetzt, dass die Potential- 
fläche als undurehsichtig betrachtet wird, dem entsprechend die verdeckten 
scheinbaren Grenzen und Kanten der Potentialfläche einfach punktirt sind. 
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Ficur 1. stellt ein regelmässiges sechsseitiges Prisma dar; die Po- 
tentialtläche besteht zunächst aus T'heilen der Halbirungsebenen der Winkel, 
welche anstossende Seitenflächen mit einander bilden. Diese treffen ein- 
ander in einer (keraden, welche für sämmtliche Halbirungsebenen Grenze 
ist; ausserdem entstehen durch die beiden Grundflächen die Seitenflächen 
zweier Pyramiden, die ebenfalls der Potentialläche angehören. 

Figur 2. stellt einen senkrechten Cylinder dar, der von zwei 
parallelen Ebenen begrenzt wird. Mit «@ und 9 seien diese Ebenen be- 
zeichnet. mit y die Cylinderfläche. («/) ist ein Theil einer Ebene, die 
gleichen Abstand von « und von 2 hat. Die Flächen («y) und (Py) 
schneiden einander in einer Curve der Ebene (@ß), welehe bei dem Ro- 
tationsevlinder ein Kreis ist. Die Potentialfläche enthält die Theile von drei 
Doppelflächen. 

Figur 3. stellt einen senkrechten Kegel dar. « ist die be- 
erenzende Ebene, 7 die begrenzende Kegelfläche. Die Potentialfläche ent- 
hält nur eine Doppeltläche («/), welche in der Spitze des Kegels selbst 
eine Spitze hat. 

Die Figuren 4. bis 7. stellen Körper dar, welche von zwei Kegel- 
flächen begrenzt sind. 

Figur 4: Die Kegelflächen sind Rotationskegel, deren Axen ein- 
ander nicht treffen, oder Kegel, deren innere Fokaitflächen keine gemein- 
schaftlichen Punkte haben. Die beiden Kegel schneiden einander in einem 
Zweige einer Curve der vierten Ordnung, durch welche die Potentialfläche 
seht. Diese besitzt zwei Spitzen in den Mittelpunkten der Kegel. Die 
Potentialfläche trennt die Axen der Kegel oder deren Fokalflächen von ein- 
ander und von den bezüglichen Kegelflächen. 

Figur 5.: Die Kegelflächen schneiden einander in einer Geraden 
und einer Uurve der dritten Ordnung, durch welche die Potentialfläche geht. 

Figur 6.: Die Kegeltlächen schneiden sieh in einem Zweige einer 
Curve der vierten Ordnung; es treffen einander die inneren Fokal- 
tlächen. Sind « und 2 die beiden Kegelflächen, so gehen drei Doppel- 
flächen (Pe), (aa), (@P, durch eine Linie; d. h. auf (@«) existirt eine 
Linie, an welche die Fläche («@P) von beiden Seiten sich anschliesst; das- 
selbe gilt von der Fokalfläche (PP). 

l"erner gehen die Doppelflächen: (Pa), (we), (@ß), (2,7) durch einen 


Punkt, von welchem aus vier Linien, zwei auf (oa), zwei auf (/7P) sieh er- 
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strecken und diese Fokalflächen begrenzen; die Fläche (@P enthält eben- 
falls diese Linien. Es kommen bei der Potentialfläche drei Doppelflächen 
in Betracht. 

Figur 7.: Die Kegelflächen sind RRotationskegel, deren Axen sich 
schneiden; an Stelle der Fokalflächen (v«' und (%P) treten die mit Masse 
zu belegenden Axen. 

Figur 8. stellt einen Körper dar, der von einer Ebene «, einem 
Cylinder # und einem Kegel y begrenzt ist. Die drei Doppelflächen: («?), 
(By), (ze) kommen in Betracht und schneiden einander in einem Kreise, 
welcher die Doppelflächen begrenzt. 

Figur 9. stellt einen Körper dar, der begrenzt ist von einer Kugel- 
fläche «a und einem Rotationskegel %, und zwar liegt der Mittelpunkt der 
Kugel auf der Axe des Kegels. (pP) ist die Axe des Kegels selbst, («P' 
schliesst sieh im Mittelpunkt der Kugel an (3) an und zwar wird (PP) 
Tangente daselbst sein. 

Figur 10.: Der Körper ist begrenzt von einer Ebene «, einem 


> und einer Kugel 7. Die drei Doppelflächen kommen in Be- 


Uylinder ; 
tracht und schneiden einander in einem Kreise. 

Figur 11.: Der Körper ist begrenzt von einer Ebene «, einem 
C'ylinder 3 und einem Ellipsoid y, das so liegt, dass seine Fokalfläche 
parallel zu « ist. In diesem Falle kommt ein ringförmiger Theil von (7) 
in Betracht, (%y) besteht aus zwei Zweigen, die einander treffen in der 
inneren Begrenzung des Ringes. Die Function U, wird durch den mittleren 
Theil der Fokalfläche fortgesetzt und verursacht ausserhalb des Ellipsoides 
eine Fläche (ey), auf welcher (37) und (« 3) einander schneiden. 


Aachen im März 1874. 
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Ueber Curven, deren Bogen ein elliptisches Integral 
erster Gattung ist. 


(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 


In Absehnitt XI meiner Dissertation *) habe ich auf ein grosses 
(reschlecht von Uurven aufmerksam gemacht, deren Bogen sich als ellip- 
tisches Integral erster Gattung darstellen lässt. Da sich dort aber nur eine 
ganz kurze Andeutung findet, und nur eine einzige Curve (dieselbe, deren 
Theilung in 7, 15, 19 und 31 „leiche Theile ich im 74. Bande dieses 
Journals Seite 307 behandelt habe) als Beispiel angeführt werden konnte, 
so will ich hier jenes Uurvengeschlecht eingehender behandeln. 

Dabei wird es sich zeigen, dass die Formeln, die ich in dem Auf- 
satz „Wirkliche Ausführung der ganzzahligen Multiplication der elliptischen 
Functionen“ (dieses Jourmal Bd. 76 Seite 21) entwickelt habe, sich mit Er- 
folg anwenden lassen. In dieser Abhandlung hatte ich die Bezeichnungen 
von Herrn Weierstrass, so weit ich sie brauchte, erklärt, daher darf ieh sie 
wohl aueh bei den folgenden Untersuchungen zu Grunde legen. 


51 
Wenn die rechtwinkligen Coordinaten einer Curve, r und y, ratio- 
nale oder algebraische Funetionen von 


gu und W um] 4° U-RPU—-G; 
sind, und 
: dp“ 
dx’+ dy’ = du’ — 
J 40’ 9,99, 


wird, so ist der Bogen der Curve ein elliptisches Integral erster Graitung. 
Zu einem Geschlecht von unendlich vielen solchen Curven kommen wir 
durch folgende Betrachtungen. 

In der vorhin erwähnten Abhandlung über ganzzahlige Multiplieation 
hatte ich eine Function f(a,e) benutzt, die definirt wurde durch die 


*) De eurvis quarum arcus integralibus elliptieis primi generis exprimuntur. Berliu 
1dıV bei Calvary. 
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Gleiehung 
. o(u—v . 
A ne Be nn u, 
wobei 
210 + uw _ 2in+2un' 
2 n E 7 n 


ist. Der Kürze wegen wollen wir f(u) statt f(w,e) schreiben, sobald kein 
besonderer Werth von e hervorgehoben werden soll. Die charakteristischen 
Eigenschaften dieser Funetion bestehen darin, dass 
_ um Mn 
(1) flu+2w0)=e " fu), flut2w)=e " f(u). 

Durch Differentiation der Gleichung (1.) überzeugt man sich, dass dieselbe 
charakteristische Eigenschaft auch den Ableitungen von f(x) zukommt, ja 
dass sogar für eine Function 

- she 

ylu) = == .,["  (u-a@,), 

noch die Gleichungen 
2u mi Ami 


p/u), Yylu+2w)=e 


2.) Yylu+2w)=e 


n n 


Fu 
gelten. Daraus folgt 


Yylu+?o) peu) ylu+2w) Yu) 
fu+2o) fa)?’ flut2o) ” fa’ 


hat die beiden Perioden 2» und 2w’ und lässt sich deshalb nach 


(3.) 
: 
d.h. va 
den Sätzen von Herrn Weierstrass auf die Form bringen 
(u) _ m ovouo(u—b,)o(u-—-b,)...o(u — b,)e@rnt?a7) 
fu) . oWw—-v)o(@uw— a )Ho(u —a,)®...0(u — a„)em 
wobei p und gq ganze Zahlen sind und 
r= 0,+%+''+0,, 
b+b+-+b, = e+0,a+0,9+-"+0o,a,+2pw-+2gw. 


Dies giebt 
C o(u—b, )o(u—b,)...0o(u—b,) e@pn +?an)utwu 
o(u — 4, JM o(u Fe a,)®:.. .o (y — (Om Ey 
\ \ 9) \ 


f \ Fash u 
(4.) Yu) = 


/ 


Aehnlich kann auch die Umkehrung bewiesen werden, dass nämlich jede 
Function p/u), welche der Gleichung (4.) genügt, auf die Form 
vmıa—a, 


s e n.’ Fr , \ 
g(u) = = e> c,‚f  'u-a,) 
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gebracht werden kann, wenn 
r=h+9%+'t0,, 
b, + bt +b, Zu v+m9+%a+'-+0a,a,+2pw+2gw' 


ist; da wir jedoch von dieser Umkehrung in dem Folgenden keinen Ge- 
brauch machen, so kann der Beweis fortgelassen werden. 


S. 2, 
Wenn wir jetzt setzen 
v- 2 FR 
(9.) cry — ou), 
so wird 
dt 1 idy ya n2=0, 


‚p BPERENE S SER OURED ‚ )/ \ 
(6.) an -I/!W= z = cf (u-a,), 
eine Funetion, die wir analog dem Vorhergehenden auf die Form 


C o(u— c,)0o(u— c,)...0 (u — c,)e@prt?gm)urwu 


y (u) ee o(u— a Jat!g(a— a,)et!,.,.o(u— a, ut! 
bringen können. Dabei ist 
eo =, ++ +0a,+m=r+m, 
a+o+ +, = (++ +1) + +(a,+1l)a,„+t2pw+2gw +. 
Wenn wir nun mit a, die zu a, conjugirt complexen Grössen bezeichnen, 
so wollen wir die m Grössen @,, @&, ... a, und die Coefficienten e,,, deren 
Anzahl gleich 
++ +a„=r 


ist, so bestimmen, dass die r+m Gleichungen 


| 


ga) =0, ya) =0, ... gerda) =0, 


2 


(a) =0, la) =0, ... ger) —=0, 


j2 ! \ 


ae mr _' r 
g' (a),) VW, eia,)> v, AR pen a ei 


in 


befriedigt werden. Die Anzahl (r+m) dieser Gleichungen ist gerade so 
gross als die Zahl der verfügbaren a, und e,,, von denen aber eine will- 
kürlich ist, da es nur auf das Verhältniss der Coefficienten e,, ankommt. 
Dieser Ausfall wird aber dadurch ersetzt, dass wir noch über den Modul 
der elliptischen Funetion beliebig verfügen können. Wir haben also genau 
so viel verfügbare Grössen, als Gleichungen in dem System (7.) zu erfüllen 
sind. Sind aber diese Gleichungen erfüllt, so hat man nach passender Be- 
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stimmung der Constanten C, 


o(u—a )r*' I Ay? 
8.) W)-IH ee ale ” a 
eu o(u— a,)*r! du’ 


wobei aus dem oben Gesagten folgt 


vn yv-m | 
"(@,+1)a, = Z (0, +1)a,+2pw+2gw'+e, 
vi y--1 


oder 


(9.) B: (@,+1) a,-4,) = Zpw + Z2qw-+e. 
) 1 
2iw- 2uw' 
n 
mit 2pw-+-2gw' vereinigen und 4 statt »p+7 und « statt »g-+ u setzen, 


Diesen Ausdruck können wir noch etwas vereinfachen. indem wir ® 


dann wird 
(9°,) Ze, +1l)\(a,—a)=v= tee 
vl n 
Diese Gleichung (9".) ist eine nothwendige Folge der Gleichungen (7.), ja 
sie kann sogar an die Stelle einer dieser Gleichungen gesetzt werden, wie 
sich in den ausgeführten Beispielen deutlich zeigen wird. 

Da die Grössen », a, und m alle positiven ganzzahligen Werthe 
durchlaufen können, so scheint auf dem beschriebenen Wege eine dreifach 
unendliche Schaar von Curven gefunden zu sein. Allerdings werden nicht 
alle Werthsysteme von », «,, m wirklich solche Curven liefern, weil unter 
den Gleichungen (7.) solche vorkommen Können, die einander widersprechen. 

Vermehrt man a um eine reelle Periode, sie sei 2», so geht 
y(u) =x-+iy über in 

Y uU,.e 
Daraus folgt, dass die Curve aus » congruenten Zweigen besteht, wenn 
« und » relativ prim sind: ist dagegen f der grösste gemeinschaftliche 


. . n j . 
Theiler von « und n, so besteht sie aus  congruenten Zweigen. 


Beispiele. 
3. 


> ul, 


ur 


Für m=1. oc, =1 wird 
ou — a —v)e”" 


r+iy=cfiu-a)- 


oro(un —a 
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Durch passende Wahl des Anfangswerthes von « können wir a rein ima- 
ginär machen, so dass wir ai statt a setzen können, dann wird aus Glei- 
ehung (9°.) 


9) sie, 
folglieh ist 
eh  — _.. Iu+3ai)em 
(10.) cry r o(dai)o(u — ai) 
und 
dx + idy i 0, u 
1) PW)=--., = (e+iy)[w+ „ (a+3ai)— (w-ai)] 


Diese Funetion wird nur für „= ai unendlich gross, und zwar unendlich 

gross von der zweiten Ordnung. Die Gleichungen (7.) werden daher 
y(-ai)=0, y'—-ai)=(, 

oder da nur die Klammergrösse 


' ' 


0 ‘ .\ Ö / . 
w-+ — (u+ Bat) — — (u—ai) 
107 ü 0 
mit ihrer Ableitung für «= —ai verschwinden muss, 
. 0’ ir 
(1)  w+2 > Zai)=0, —pl2ai)+gp(2ai) = 0. 


Die zweite dieser Gleichungen ist identisch erfüllt, weil wir bereits die 
Gleichung (9.) befriedigt haben, indem wir —4ai=v setzten, und die Glei- 
chung (9.) stets eine der Gleichungen (7.) ersetzt. Es bleibt daher nur 
noch übrig, den Modul der elliptischen Funetion so zu bestimmen, dass 


' ' 
_; Ö . [07 ® 
T) w=—-2—(2ai) =: ( ) 
\ J 6 \ / 6 3 


wird. Um diese transcendente Gleichung durch eine algebraische zu er- 
setzen, benutzen wir die Funetion *) 


o(mu 
(i ) w.(u), 
(ou) x en 
aus der folgt 
o' o' vu 
(12) — (mu) = m— (u)+— nn. 
0 g oe ’ mw,(W) 


) 


. - . . Ü 
In dieser Gleichung machen wir «= „; und m=n-l, also 


*, Vergl. $.2 der oben erwähnten Abhandlung über ganzzahlige Multiplieation der 
elliptischen Functionen. 
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(5) 


(n—I)w, ( 5 ) 


(13.) . aa o) = (n—1 i (5)+ 


Es sei nun 2w' die kleinste rein imaginäre Periode, dann ist 


Zu w’ Zun' u uw" 
=> 77 o 9. . Zai=-— f 
n n n 
n—1 n—1 a a 
e— » —=UW— 
2 n ' 2 


Dies giebt, wenn « eine gerade Zahl ist, 
R ’ vl x ) 
‚19a \ 0 /n—1 4 TE. 5.2 RR NE... 2. WR 2 
(13°) —( 5 e)= un (5)= (n l, x (z)- na 
aNy-1(> 


oder 


2v..(}) 


a el > | 
As. An ” nn) wn-1l5 ) 


Da nun aber nach Gleichung (7’.) 
2Zun' o/oN\ 
m == - == 2 
n 0 ( 2/ 


sein soll, so muss 


(15) W.(2) = 0 
sein. 
Die Voraussetzung, dass u werade ist, können wir stets erfüllen, 
indem wir in 
_. un Auw' 


© — 
n 2n 


n statt 2» setzen. 
In der soeben genannten Abhandlung habe ich gezeigt, dass, wenn 
C, ein constanter Factor ist, 
ou Pu... er 


BR) ID An) 
v,(u) ins C, U u (y U az (9 u 





ee gem 


ist, und daraus folgt 
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4 . ' 

gu Du a u Z 

7 ' u | 

gu "u a 

Me, | En MEN 7 So Ber 7 


n—3 n—?2 ın—b 
TEE ee 


1) 


ad Er u) BEE 


Dabei ist, weil wir « gerade angenommen haben, o(3)=P(*) eine 
Wurzel der Gleichung 
v,(u) = U. 
Wir haben daher aus den beiden Gleichungen 
v=V und vy_,=0 


die Grösse @ zu eliminiren, um den Werth des Moduls zu finden. 
Kine Vereinfachung dieser beiden Gleichungen ergiebt sich daraus, dass 


'2 z N . z \ 
o(n—1l)u—pu= Yu UT PU U) _ — para) Yu) 
| Ä (n —N)’wr_ı(u) wr_ı(u) 
ist. also 
er. 1 Y V._. 22 W, u un w,. ı\ u) Bu Vo (u Y.- u a 


Daher können wir die Bedingungen vw, = 0, w,_,=(0 ersetzen durch 

16) vw ,=-0 v_,=®. 
Schliesslich haben wir noch zu untersuchen, welche Werthe « annehmen 
darf. Aus der Gleichung 


oua-+ 2) . euro) gy 
folgt, dass sich 

’ur’u 

f 3u w' N‘ 

a & 0 Bi . e n 

s o(u+ dat) _,,, \ 2n ) 

ctıy=c eo" = Ce —— 

’ ovo(u— ati) 2u uw 
(N ou+ te) 

n In 


nur um einen eonstanten Factor ändert, wenn wir u«+4n statt u setzen. 
Setzen wir —ı statt u, so geht zr+’y in z—iy über, folglich sind 
alle Werthe von «, die von einander verschiedene Resultate liefern, erschöpft, 


wenn wir setzen 


u=2, 4 ... 23-2. 
Natürlich können hierbei diejenigen Werthe von « fortgelassen werden, die, 
abgesehen von einem Factor 2, mit » noch andere Factoren gemeinschaft- 
lich haben, weil diese Fälle auf einfachere zurückführbar sind. 
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Bei »=2 giebt es keinen passenden Werth von «, deshalb fangen 
wir mit n=3 an, wo u die Werthe 2 und 4 haben kann. 
Hier ist 
‚/ uw 
en Be ıW, — 4 Y ), 
{9} j 


also die Bedingungsgleichungen y, = 0, y, = 0 werden 
(17.) 9" 0 0 12p9' = 0, 
(uw . . 0; ai ; 
9 ) kann nicht Null sein, weil 9 nur für halbe Perioden verschwindet. 


Dies giebt 


folglich wird 


\ 


tu 


+n u 
’ 


t+iy = 


o(u— we’ 
C — ——. 
COLD 
0 r O\u- , 
3 3 
Wenn wir aber mit 2w, und 2w, die beiden complex conjugirten Funda- 
mentalperioden bezeichnen, so wird 
w' pam‘ + W;, 7 _- N, Fig 3, 


also 
4 n,— n,)u (nm N.) 


, o(u—w-+tw,)e ° — o9,)e 
c+tiy=c, ( 4 ,) = 6, 3/ 


‚ 0, — 0 90 + @ 
o(u+ 5%) o(u- = 2) 


wo ec, und c,... eonstante Faetoren sind, auf deren Werth es nicht ankommt. 
Da nun ®,+w, eine reelle Grösse ist, so ändert sich nur der Anfangspunkt 
des Bogens, wenn wir 

u = u tw -+Ww; 
setzen und nun «, als den Bogen ansehen. Dann wird aber 


(mn) > hn 


ou, e 3 ou, e 4 


+iy= a 
are ou, — zn) k o(u— 7 





ww 
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2 2w' 
und wenn wir 9 =-+90 3 ) setzen, 


Iw! z 2rı'u, 
o( 3 )ou,e 
(19) z+iy = + PR 
FE 
Für «=4 wird 
Snu 2n’u 
o(u— we oue’ 
cr? =C — (, =, 
+ Y 4 ( 2‘ I 2w' 
o\u+ -—, ) o\u+r — 
.) i 3 
i 2w' 
und wenn wir , = —0 3) setzen. 
| a) 
| o| .- JouU nu 
” BR. 
Mh  ) u ‚© 2) 
Is Yy ( | see, b 
| 17 u u 3 
(20.) \ 
{ 2m’ 
ol 3 )ow Inu 
z—iy + j 


.e 
«-7) 
olu— 
3 
Wir erhalten also. wenn « = 4 ist, für 2 —iy genau dasselbe, was bei «u — 
gleich z-+iy war: d.h. e=2 und «=4 geben genau dieselbe Curve. 


iv 


Aus den Gleiehungen (20.) folgt dann sofort 


(2 Jo’ 1 
ee) ee 
und da 0) nach dem Vorhergehenden gleich Null ist. 


Yu 


> 


e-+y=r 


(21) r 


Es sei nun 9 = 4" und $ sei der Winkel, den der Radiusveetor mit der 
Anfangsrichtung bildet, dann ist 


1 Par? | 11.6 
(e+iy®’  r I(gur2iy), 
| 1 +39 aa zie, 

- au ı (9 u + Ziy), 


DV 
IV 


also 
co8s3d sind Er 


> 


y. 
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Dies giebt die Gleichung der Curve 
(vr) = sind, 


. st 
oder wenn wir 9 =, —t setzen, 


23.) (yr)’ = cos3t. 


Für »=4 ist wieder keine solche Curve möglich, wir müssen daher 
sogleich den Fall n=5 betrachten. 

Hier sind die beiden Gleichungen, aus denen der Modul berechnet 
wird. 

v=0, =" 
oder 
24.) tet, 
23 JENE") =. 

Dies giebt 


! 


rel +) el") +"). 
Der Factor 9'9"— 9" verschwindet nur, wenn «= dem dritten Theil einer 
Periode gleich ist, folglich ist 
o' + 7 Ya — 86" + 20’ 0'0" 
oder 
86" re @" (9 9" 7 . 

Wir haben also 

It 2 (9' 9" 2 "?) (9'60" +9") u u" (g' "0" 
oder 

26.) 9'042" = 0. 
Aus den Gleichungen (24.) und (26.) folgt jetzt 
IN 2 er”, 
oder 
329" Wo" — 39" 9" = 432p’0", 
also da 9' nicht Null sein darf, 
mM) Be ie. 

So erhalten wir aus den Gleichungen (26.) und (27. 
9; 
9, ' 
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OR = — 9, 9=-H- + 9.12° 9; —(), 
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oder wenn wir g = 9.19e’ setzen, 

28.) =-2°35e, =5.79Ie, 
Daraus, dass 9” = 
imaginär sein. Wir werden daher 
und erhalten dann 


2 9 - R ”QO „6 
9 =7.I’D8, = 9.5.79.e°, 
(29.) r (2) = ti, un in Be 
„N (2a) = 2.3.5, 9 (2a) = +2. g6 D.T.Ei, 


' 


o(2ai) = 2e, 9" (2ai) = 2.3°.e}. 
— 243e’ wird, folgt, dass e positiv ist, denn @'(2«i) muss 
dem Folgenden 38° statt e setzen, 


p(2ai) = 2.3.8, 
9" (2ai) = +2°.3. Fi, 
0 (2ai) = —2.3°.5.11.8. 


. . . w . £} 
Dabei ist Zi = — € und « hat die Werthe 2, 4, 6, 8. 


Ks sei jetzt 
o(ai)0v 
= — —— 
o(3ai) 


dann wird 
o(ai)o(u+ 3ai) e"“ 


/#) 1 ® . 
(30.) tu =— Z z—tıy = 
| rg o(3ai)o(u—ai) J 


__.o(ai) o(u— Jai) Alten 
oBai)o(u+ai) 


Wenn wir in diesen beiden Ausdrücken Zähler und Nenner durch ou divi- 


diren, und sie mit einander multiplieiren, so kommt 


31) z+y°: 


2 MP Sal) 
Pu — p(ai) 


Wir wollen zunächst den Fall «= 4 behandeln, dann ist 


j 2’ 
ar = = -— 
5 


2w' wu 
Ö 5 = )0 Eu Sr [7 
(32) Hy =— ,o9=- 


3 Jolu+ u 
ou o(=) 


a) 


Nun ist 
) (er )= 2 
pl —-)=p\-)=6e, 


12 


und 


u 


p' ug" u—p 
40” u 


p2u = pu— 


" er) 


der) u 
ee) 


I 


fo 


W 


Es 


el 
se 


un 
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2w\ ( Hr) tn at 
-9 — de — — "DE. 
o( E /P\T5 — 2°,3°,8° 
Wir haben daher 
(34. 2 pu—be pu—2e 
It) r = = . 
pur 218 gu J- Te 


Ferner ist 


2" . 2" 4’ 
IL) 1 ke) 
5 m. 


Hiy= | | 
TE 7 
DI 
a Km ‚r ru, 


o( - )o(u- en ) 


Es ist aber 
4a N 
o(u— E ) 4n’u 
.) 


en 


; . ’ . ” 4 u 
eine Funetion, die für «= > mit ihren vier ersten Ableitungen ver- 


schwindet. Dadurch lassen sich die Coefficienten «, ?, y, © bestimmen. 
und wir erhalten 


| 0(u-%) 


DT \ F hi en ' 4 ı DI a2 /E nr 2 
35.) 4 - "rw e = gayu—13E)+27ei(dHu—dTe. 
ME 
2 


Aehnlich findet man 


ıs ' ' . 


r 


2 P 
AU — Zu 
2 Ey w 


(36.) 4 - e’ I = pulpu— 608) — 3ei(10pa+15e’pu + 2466*. 
en 


Es ist daher 


pru(pu — 158”) —- 2Te’i(dpu — 578°) 


(c+iy)” = a. ; > | 
erg p'u (ou — 608°) + Sei (10p’u + 1IdE’pu + 24668*) 


(37. 
An an Br ; 2 . 
pru(pu — 15E) + 2Te’i(dpu — Te?) 

pru(pu — 608°) — Zei I0p°u +1 5e’ Lu -2466.*) 


(2—iy) = 


40) * 
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Der Kürze wegen führen wir folgende Zeichen ein 

\A = „ulpu—15E), B= ME (ipu—dTE), 

IC = gu(pu-—608), D= 3:(10pu +15 pu + 24668*), 

so dass also, wenn wir mit i den Winkel bezeichnen, den der Radiusvector 
mit der Anfangsrichtung bildet, 


(38. } 


5 „Sti f . 5 A—Bi 5 ei ‚ . A+Bi 
re = (z+iy) = ID’ re = (2—-iy) = Di’ 
AC—BD BC-+AD 


r’ cosdt = rsindt=— 


O+D ' 0+D 
wird. Dabei ist 
C+D’ = 4(pu+Te)", 
AC—-BD = 49°’u—100e p*a+10e ou — 410e!p’u + 4400e!pu+ 7354e 
— — 2.3". +10.’ e(pu+ Te)— 20.3’ e(pu+Te)’ 
+530.3°’e(pu+tTe)’— 240e(ou+Te)'+4(pu+ Te)". 
Nun ist 


\ pu — 2e Ye 
= — 1 ——, 
wu-+-Te pu-+Te 
also 
1 _ Ir 
pu+Te se 
Deshalb wird 
4reosdt = 61 +30 (IF 60 IF Ar) -Flelr)+4, 


oder 

39.)  18rPeosdt = 27r" —Ar—är+1. 
Dies ist eine Curve vom zehnten Grade, wie sie durch Fig. A. veran- 
schaulicht ist. 

In den beiden Fällen, wo u=2 oder u=8 ist, stösst man auf 
Widersprüche, während «=6 eine Curve liefert, die mit der eben ent- 
wiekelten identisch ist. 

$. 6. 
»=1l a=32, 
Jetzt ist 
2+iy = eflw-a)+c,f(u-a), 


also 


i N \ d h lı Y 
(40.) p (m = —L — ef u-a\+cf'(u-a). 





Die 
best 


wire 


Die 


Die 
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Bea 


dab: 


Des 
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klei 


setz 
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Die Grössen c, c,, a, a’ und der Modul der elliptischen Function sollen so 
bestimmt werden, dass 


6; ‚o’(u— a) 
fr u) = er 6 
’ o’(u—a) 


mia 


wird. Es sind daher folgende Gleichungen zu befriedigen 
| 1) p (a@)=cef (d-a)+cf' (d“-a)=0, 
2) y" (a) = ef"(d-a)+af"(a—a)=0, 


3) "(d)=cf"(d—a)+ af (ad — a0. 


(41.) 


J 


Die dritte dieser Gleichungen können wir durch die Bedingung ersetzen, 
2)w0 + uw 


42.) 3la-a)=v= 
\ J N 
Die beiden ersten Gleichungen dagegen geben für den Modul die Be- 
dingung 

f g 
ff" 


Beachten wir bei der Ausrechnung, dass 


(43.) = f(d-a)f"(d—a) —-f"(a—a) =. 


(u) | 0, 
U) _ + (u — vu) — — (w) 
fu) 6 a = 
ist. und nennen wir diese Function F(a), so wird 
f = F.f, 


f" = (F+P).6, 

f" = (F'F+3FF+F).f; 
dabei ist 

F(u) =pu-p(u—v), Fu) = pu— go (u-e). 
Deshalb geht die Gleichung (43.) über in 
(43°) F.F+FF-F’ =0. 
Auch hier können wir a wieder rein imaginär machen, indem wir den An- 
fangspunkt des Bogens passend wählen. Wir haben dann, wenn wir die 
kleinste rein imaginäre Periode mit 2w' bezeichnen und 
„4,03 


setzen, 
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also 
r+iy = ef(u+ )+of(u+ 9 


während die Bedingungsgleichung für den Modul 


a RED) - 


wird. 
Ferner ist 
Zu’ 
o(u uses - ) => 
u ß 
fi ) Hear 
2 
, (u) In’ 0 3’ 0’ 
Br Rn je a r 0 (" on )- on 
3" \ 
nl REN! ö 
F (uw) = pu-plu- > ): 
3o' 
F'(u)=pu—g (u— - 
also 
n) ww ie n' 0 /wN wf u R w ' 7 u ıf ww‘ 
K5)=3-7(9) FiG)=Plg)-Poi FG =» ) 
Aus 
ed er 'yu 
(2u) = 2 — (u +4 . 
) ou 
folgt nun aber noch für # = 5 
nt wo \ 
> 0’ ( WwN\, a v \ Fr, 
HE 
v\2 


dies „lebt 


(5) 
) 


nn w' ’ 
Wenn wir daher der Kürze wegen 9 statt pl 5 ) und 9w' = e, setzen, 30 


rd) - 


wird 


nm? 


P - Wi , ) w) I \ op 
45.) FFHFF-F = pH le) p—e = 0. 








Dal 


Die 


Das 


hätt 


Set: 


Jet; 
müs 


sein 


wol 
(48. 
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Dabei ist @ definirt durch die Gleichung 





0-2, 9-9 — 6% — N. 




















Dies in die vorige Gleichung eingesetzt, giebt 
See, = (9+23d)ei. 
Das untere Zeichen können wir nicht brauchen, weil wir dann 
ee, +2 = (ee) —Ee;) = 0 
hätten; es gilt also das obere Zeichen 
de,.e, = 11e). 


Setzen wir & =2, so wird wegen , +&+&=V(, 


TER 9 = 2, sel 
%= —52, 9 = 156, 
(46.)  \ ol =) = —3, ( —) = —-20i, gg" ( a — 80, 
R )=i, F()=-5, Fr()= 200. 


Jetzt können wir auch leicht das Verhältniss von e und ec, bestimmen: es 


rt) = 0 


' 
sein, oder da rg ) nicht Null ist, 


eF()4 «[r(&)+ Fr ($)] ws 


müsste nämlich 


also 
ci—ba=0, c= —bui. 
Wir haben daher 
- uw “ w w' 
(47.) z+iy = c|-6irfu+ )+f (ur f )|- 
Ausserdem ist aber auch 
In’u 


ou—b)o(u—c) 7 


(48.) z-+iy= c- ( | e ur, 
o\uUu—- 4 


wobei d6+c=w' wird. Aus der Zusammenstellung von Gleichung (47.) und 
48.) findet man nun nach einigen Zwischenrechnungen 









Kiepert, Curven, deren Bogen ein elliptisches Integral ist. 

























W' s - ww 
= 93.1 [7 i Be Ir . 
p(b+)= -23+410y5, (e+ 7)= -23-10y5, wi 
w' FON RL HR w' sd Fu 
ob +7 ) = 20 —-15+7yD5), 9 (c+ 4 ) = 2 (-15—7y5), 
' } 2,/% (u ‘ Pos 
(49, 1@, (b- ze) —3+2yD, ole— "7 ie 3—2yD, 
w ir 5 . w u u 
Pb 4 ) - 4 9—3yD\, ec— 1 ) = 4(d-+3yD), 
| " Die 
o(b—-c)=1, pib+c;=2, H(2ab)= pfl2c)= —23, 
0 (b-c)=Hy), pib+e)=0, „'(2b) = —p'(2e) = — 100iyä. 
Zur vollständigen Bestimmung der betrachteten Curve führen wir die 
Funetion 
A\ o(u u ww") y 
fu,w) = — gti und 
öw ON 
ein, die wir aber zum Unterschiede von der bisher benutzten Function f(x) 
mit g(u) bezeichnen wollen. Wir haben dam 
Br o(u— u) | - )er 
? \riu) yvou—2. Der 
50. ow' ou 
l2py' =9, = p+6p’+29. 
i a ‚ setz 
Ferner findet man leicht 
= p-29+25 +2 = y"+gpp— Ay’, 
und deshalb 
1) f= p+2ig. 
Dass hierbei das Zeichen riehtig gewählt ist, folgt daraus, dass die Ent- da ı 
wickelung nach Potenzen von «= auf beiden Seiten mit #”° beginnt. 
Wir können jetzt \e+iy)’ dureh g\«@) und g'(w) rational darstellen, 
und zwar ist 
‚o(u—b)o’(u—c) ,,, 
(a+iy) = cC ( ) er; 
(m (vd 
0 + » 
4 ist, 


deshalb ist es nöthig. 


ww \ .n 
o'(u 4 ) Bi ' (56. 
ur J o(u a ) 0 u en c) n’n 
\ e"*" und ja e" 


Ach 


zu berechnen. Zu diesem Zweck bestimmen wir die Grössen 
z ’ , ! 
/@ ff © f 

\ 4 % u ( 4 ). g) b. 1) b. 


Jc 
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Wir wenden dabei die Formeln an, die ich für die Division der elliptischen 
Funetionen gegeben habe. (Dieses Journal, Bd. 76, Seite 34.) 


Hier ist »—=2 und deshalb 


= u u u‘ a! ou 
(52.) Mu=3pu—, + u, p- ): 2m u ++ . 
4ypu—e, 2 u e, 
EZ | pP, u \ F4 


' 


. * > “ 
Dies giebt für u=,- 


9 (7)=-3-2y5-2y5V 14 y5, 
(53.) | 
Ie(® )= -4y5[2+2y5+(2+ y5)Vıi+y5 | 
und für „= 2b 
\$b=—-25-1ly5-+59(3+yd V1+ Y>. 
! e; — .[ >) fe: OR ı 1er / IE 
0b = 10-44 -20y5+ (25 +11 y5)V 14 y5l. 


Der Kürze wegen wollen wir 


(94.) 


ia / = 
(99.) Vi-+y5 Y 
setzen. dann erhalten wir mit Hülfe dieser Ausdrücke 


R ou + 2 )o(u = = 
o’u 


= ip u—2(y3+2y)pu—2(10+3y5+6y) 
—= 2lipyp— (ya+2y)p'—-5(2-+y5b-+2y)]; 


da nun nach dem Vorhergehenden 
ec’ = p—2ip 


ist, so wird, wenn e eine unwesentliche Constante bedeutet, 


o'(u 5) 


(56.) e -—. ee ""=g[p’—13-8y5—4(2+y5)y]+2iypl(2+y)g’+2-4y5-37]. 


ou 


Aehnlich findet man 


o(u—b)o(u— c)o(u+w) 


er = ip u—yY’(pu—?) 


vn 6a 4 5 ? 
= ipyy-yYYp, 
Journal für Mathematik Bd. LXXIX. Heft 4. 41 
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also 
be BE 16 
ten = ip, ei 
‚Jetzt setzen wir noch l+7 — a und erhalten ste] 
RU Fin. "KL Hl BE_cL sch 


wobei 
G= 9° —-(38+20y5)y’ +25, H=y'yy', 
K=y(g-ea), L=2yyp[li2+y)p+2-4y5-3y]. 
Zunächst ist 


n \ @° MH? 
2 a2 __ 8 _ 
\T Yy ° r K’-+ L? . 


oder 

: p’+ (50 . 20 v5)@’-+ 25 
| (g’+ a’y5) 

Setzt man ferner 


(a+iy’ = a —y’+2iey = rcos2t-+Hir'sin2t, 
so kommt 
\(g’+a'yd)rcos2t = p[y"+|13+4y5 +(24+12y5)y, p’ 
| + 110634468 Y5-+ (608+ 264 y5)y! p°— 2dat], 
(60.) (+ a'y5)*r’ sin 28 = 2y’p [(y—1) y°+ (139-3) p— a (13y+3) p°— 250°]. 


(59.\ 


Schliesslich setzen wir noch 


y+ay) = 5 
und erhalten dadureh 
r° ,——— 1+4] 5(4+2j B-y)E— Aa” y° F, 


» Ü c ’» Dr; [4 . nn, 7 ze 6 2,8 ‚h_ Ar e__* /E nr 7r3 
(61.) reos2t = p S[1+2y7(1243y9-7)5+20'y (1149 y9—4y7)5—2yda’y's], 
| ) . ) .rp “= » ‘ - x er] m 5 ) 1." 

r sin2t = 2y’pSy—1—(18+2y)5-8ar(6+3 yB-2yY) +2 YDa’y’ 5]. 


Is ist jetzt leicht, die Gestalt der zugehörigen Curve, wie sie durch Fig. B. 


dargestellt ist, aufzufinden. 
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Es ist auch bei grösseren Werthen von &, und’» nicht schwierig 
die Bedingungsgleichungen ın algebraischer Form aufzustellen. aber die 


Rechnungen, welche bei der Bestimmung des Moduls und bei der Fest- 
_ \ tee) 


stellung der Curve erforderlich sind, werden sehr umständlich. Dennoch 


scheint die darauf verwendete Mühe lohnend zu sein, da diese Rechnungen 
der Transformation der elliptischen Funetionen zu Gute kommen. 


Freiburg i. Br., Juni 1874. 














Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite de Paris 
a M. L. Fuchs de Gottingue. 


) 
Js al pris en effet pour point de depart Vintegrale suivante 
g: /s- 3, (3— 2, 7...(32— 23," (2— 2)" Pda 


qui comprend les transcendantes hyperelliptiques, et dont je tire facile- 
ment une equation lineaire d’ordre +1 analogue ä celle qui definit la serie 
de Gauss. 
Soit en effet 
fiz2) = (2— 2,)(3—2,)...(2 —2,), 
puis 


fı (2) a2 LIED 1 nl RE © unl(2). 


on trouve aisement la relation: 


a, Pe 8 pip—1) m, dry 
T) sr - Ä a; 
tr TI ut Ta te at 
„ey _(p-N „a _P-NDP—D „, „dry 
en hr 


= +(p-N(p—2)...(p—n) (2z— 2,” (3 — 2,)"...(3— 2," (2 — 2). 


nn 


Or en supposant les exposants 4, 4, ... u, positifs, le second membre 
s’evanouit pour 3= 3%, 2, ... Z,, et si on convient de designer par Z 
une quelconque des » quantites z2,, 2, ... 3,, les diverses integrales 


n ® 


2 
/ $(2)(2— 2)" ? da. 


“) 


« 


ou jai Eerit pour abreger 

£(2) = (3-3, (3 3"...(3— 2, ", 

satisfont A l’equation lineaire sans second membre. Mais il est un autre 
point de vue que celui de lVapplication de vos theor&mes generaux sous 
lequel cette equation me parait encore offrir quelque interet. es rapports 
de la theorie des fractions continues avec certaines equations du second 
ordre que nous ont fait connaitre les belles recherches de M. Heine et de 


vo 
d’ 
eX 
tie 


po 


ei 


on 


do 


so 
elc 


Je 


et 
la 
en 


2 
© 


on 
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M. Christoffel, se trouvent en efiet susceptibles d’extension, et vous allez 
voir eomment l’equation lineaire d’ordre »+1 se lie aux modes nouveaux 
d’approximations simultanees de plusieurs fonetions, dont j’ai donne un premier 


exemple en considerant les quantites e“, e', ... (sur la fonction exponen- 
tielle ©. R. 1873). Soit d’abord en effet, en supposant m un nombre entier 
positif: 

w=u=e=u=m+]l 
ei 


p= m+n+l, 
on sera conduit a l’equation 


dr+!y R d”y | rs u 
Fi) +nf (a) m 2 (m+ n\(m—n+1 f (2) =: 
1 "7 u 

5 3 (m+n)(m + n—1)(2m—n-+2)f Ken ne 


dont » solutions representees par les integrales: 


»2 f» (2) 
y — j (z— zymt) 


% 


sobtiennent comme il suit sous forme finie explieitee Dans la formule 
elementaire 


. d” V - _ dm U 
/U7—-d = 94-1)" /} dz 
R dz" “/ dz" 
ou 
d"—!y dU d"?y d"—ıU _. 
a r 2 BE a ze 0 n—1 ® 
0 ı dz"—ı ds da"? r 1) da”—1 N, 
je fais 
' { 
Uafr(s, Y= ' 


e—3 
et observant qwaux limites 3=2,, 3=Z la quantit@ © s’&vanouit, puisque 
la derivee d’ordre m—1 de f”(z) eontient encore le facteur f(z), j’en tire 
en negligeant un coefficient numerique 
oe ik d" ie (2) dz 
y we, de" x —z 
Be r e 
Soit pour abreger: 
d": fr ( 3) 


„ilh 


- 


$(z) = 


on pourra &crire encore 


2%) A. 2P(a)— D(z 
= DE d — [e #) f _— f \ I j 
Y / 2—3 u (@), 2—23 . c—23 dz, 


“0 
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de sorte qu’en designant par &;(x) lintegrale 
2; D(2)— D(z) 
/ — 2 


2—2z 


qui est un polynöme entier en r d’un degre inferieur d’une unite au degre 
de $(z), les expressions cherchees sont: 


ı ds | 
yı = b(a)f “ge —», (ze), 


/ , 


nn daz . 
I ef 1-3 PT 


dz 


- 
—[Z 


-$,|®). 


, 9, = bir)f 
« T 


Cela pose on voit immediatement en revenant & l’integrale 


zz + 
f; Mi dz 
( „Nmn-] uud 
3 (dv er “) 


dont elles ont ete deduites, qu’elles donnent des developpements suivant les 
puissances deseendantes de la variable commengant par un terme en 
l 
gt I 

Les fraetions de meme denominateur 

D, (X) PD, (x) D, (X) 

bie)’ Dia)’ be) 
representent done les quantites 


ı de c—2, n ds 2—2, mn ds —2, 
: oo | — ]og Ws — ]oo ——— 
= . Fe) ’ oO 
2—23 2—z ä —2 —2z, c—2  c—z 


aux termes pres de l’ordre 
1 


rm m+i ° 
ou si l’on veut de l’ordre de 
1 
Diz)ybia) 
afın de nous rapprocher de l’arithmetique, et elles doivent &tre regardees 
comme analogues aux reduites de la theorie des fraetions continues. Pour 


le mieux faire voir, supposons que ir) represente le polynöme le plus 
general de degre mn; tous les coefficients se trouveront determines sauf un 
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faeteur constant, en s’imposant pour conditions, que les developpements 


suivant les puissances descendantes de la variable des » fonetions: 


a da n de "n dz 
(ir Dir „sa: $ r 
er. 2—3’ : x —- 2’ x 


a 


ne contiennent aucune des puissances 
l l f 
x ? Di ? z 7} 
Et si l’on designe les parties entieres de ces produits qui sont de degre 
mn —1. par 
2, (2). 8. ..:.. 2 (e), 
on atteint preeisement, mais sans la depasser, lapproximation que nous avions 


obtenue pour les quantites 


; da 
biz / -P{(e) 
| c—32 | 


dont les developpements commencent par un terme en 
1 


gt 


on voit done que cette approximation est bien en effet de l’ordre le plus 
eleve possible, en supposant 


d” f(z) 
da" 


P(r\ 


J’acheverai enfin de mettre en @vidence le lien de lT’&quation differentielle 
avec ce nouveau mode d’approximation des fonetions, en etablissant que 
Pix) en est une solution, et ce sera aussi en un point essentiel completer 
son analogie avec le polynöme A, de Legendre. lhemarquons A cet effet, 


rk 


que, rien ne speeifiant A l’Egard de lintegrale 


f f" (2) dz 

I (s— zwi‘ 
le chemin suivi par la variable entre les limites z,, Z, on est maitre d’in- 
troduire dans une des solutions, telle que 


4 da 
P (x) —$,(z), 
les determinations multiples du logarithme. Or on obtient ainsi de nouvelles 


solutions, dont se tire immediatement, par difference, le polynöme 2 (e). 
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Des resultats semblables aux preeedents s’offrent dans des eircon- 
stances un peu moins simples, lorsqu’on fait la supposition suivante: 


W=U ZZ. = um + H 
et 
p= m+n-J1, 
m etant encore un nombre entier positif. lL’equation differentielle est alors: 
Ga. m 9Yy 7 Ali Y 
zT) —- +(a—I)f(z —— Ilm+n)(m—n)f (2) ———- 
1 a dry 
— — (m+n)('m+n—1)2m—n+ 3) Ben 0 a 
2.3 r DR dar? 


et elle admet pour solutions les integrales: 


zZ Aal ER 
/ 7 \m-t-1 dz, 
FA 


qui en operant comme plus haut se ramenent & la forme 


2 d" Di (2) dz 


da” C—2 
Posons 
d" fmi (2) D(z) 
ee 


de sorte que Piz) soit un polynöme entier de degre mn, la relation suivante 


27 D(z) | zZ dz ? De) — D(z) dz 
y = f = Bia)f - Fe - 722 
. &e—-2)Vf(@) (—z)yfl@) *, Pa vf@) 


met en evidence les integrales hyperelliptiques: 


re dz f DPee\— Dez) dz 
Ü ’ 
“ (e—-2)yVf(%) E —3 Va) 


que je vais exprimer par leurs @lements simples. 
A cet effet et en considerant d’abord la premiere, soit 
fi) = Az" +A,2”"+ ++ A 
posons ensuite pour abreger 
1,3) = (2k-+1—n) Au3'+ (2k—n) A, 3" +(2k —1I—n) A3° °+ + (k+1—n) A, 
ei 


n+13 


e Pr 2 z’da 
ee 7 Vf@) 


on aura comme eonsequence du theor&me sur V’echange de l’argument et 





du 


Qu 


ell 
bu 


et 


do 


vo 
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du parametre: 


\f(r) de 5 ; Bi, (oh A (2)de , 
/ A f [ aaa [Z In—1 » \ ez Z n - n \ 4 ice 
’ (2 —z)Yf(z) - I 


fe) 
u Z fi “ ki 
A fix) 


Quant & la seconde on figure le polynöme entier: 
P (@)— Piz) 


—2 





elle se ram&ne au moyen des r&ductions &lementaires connues A une com- 
binaison- lin&aire de: 
0 
et sera par consequent de cette forme: 
2 Pi) — DC dz 2 . 
ff Ben wet, ler 
A °—: ıf(2) 


$,(z), B;(z), .... P,(x) etant des polynömes entiers en z de degre mn —1. 


DB, (ka) ++ +[ Zu. P,(le). 


N— = 


(‘es resultats donnent la transformation eherehee: 





5 . > on 5% R » 
/ R D( (2)dse mr Z),-. Pie) f Tun -»,(@)] 
 (&-:)yf@) Lyfo/  Yfio) 

- > . ’r | 4 
+ [Z.-. af "leer —b,(x)| 
_ Yf(@) fix) J 
- - nz )dr . 
+[Z], je (a), 
er Yf®) 


dont voiei les consequences: 
Remarquons d’abord que le premier membre conduit, comme on le 
voit si l’on revient & l’expression 


yr-@s 
J (2 — zym4+1 I 


a un developpement suivant les puissances decroissantes de z, commengant 
par le terme: 


nA l . 
Supposons ensuite successivement: 
ben, Zug, ..: Zug, 
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en observant a l’egard des relations ainsi obtenues, que le determinant: 
7 r Be 
[2: |» [3.]ı ar Zu [31 n-ı| 
[22] [2.]ı a [22.-ı 
'[2,Jo [3.Jı [3.1.—ı 
n’est point nul; on en eonelut que le developpement des r» fonctions: 
D(z) f* A,de 
IB ICH SET WEN 
fa),  vf@) 
Dix) fi (a)de | 
= JADE ge, 
Ya),  Yf@) 
D(z) fi, ı(z)de | 
ee U BLZ 295 
fa), Vf) 


commence de m&me par le terme Üest exactement A l’egard des 


gg” + 1 


transeendantes: 


— de 
fe)! ve 


} 4 .., 2 m 2, 
le resultat obtenu pour la quantite log —— 


2, et il en resulte que les inte- 
aa 


orales hyperelliptiques 


f ide rd hp: / An la)dr 
Vo’ 4 Ve vu 


sont representees par les expressions: 
D (x) EN D, (x) D,(&) —— 


aux quantites pres de l’ordre: 
1 
zn—4)n4 1)4 ı . 
Relativement & l’equation differentielle, je remarque enfin que les solutions 
donnees en premier lieu par les quantites 


"zZ fm3 (2) dz 
J (x — 2)" +! 


ont et@ mises ensuite sous la forme: 


D(«\ (2) de | 
= ef me _Hle), 
re) Vf) 





\ 
ol 


et 
pu 


Eı 
tal 
ra 
dü 
fo: 
m’ 
a 


de 
pı 


da 
le 


dı 
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otı il est permis d’introduire les determinations multiples de Vintegrale 


Fi A, (aNdx 
. Ma) ' 


et cette consideration pree&demment employee, eonduit A la nouvelle solution 
purement algebrique 
.. ou si l’on veut: u Me 
Yf@) dx" 
En remontrant ainsi, comme un @l&ment necessaire de integration de cer- 
taines equations lin&aires, ces approximations des fonetions par des fractions 
rationnelles analogues aux reduites de la theorie des fraetions eontinues, j’ai 
dü songer & chercher a leur egard un algorithme semblable & la loi de 
formation de ces r&duites. Mais avant de m’engager A cette voie et pour 
m’&clairer sur la question, je me suis propose, dans le cas de ces &quations, 
a savoir 


d’y dy 
(2° — „t22r-"-— m(m+l)y = ( 
(2° —]) iz: + Ir m (m- Lıy ), 


d 2 


(x '—])- 3 +32 —w —Dy == UV, 


de tirer direetement des integrales definies qui y satisfont, les relations 


» Gi sinn(arecosr) 
propres aux fonetions X, dans le premier cas, et aux quantites we 
Yi—2’ 


dans le second. Pour plus de generalite, je remplacerai ces &quations par 
les suivantes: 


fe); + f'(e 2) — iIm(m+1)f"(z)y = 0, 


fa) +4f(z)- I — (m) -Nf'(a)y = (0, 


ou je suppose 


fix) = (2-a)(e—b), 


de sorte que les solutions seront: 


m = pri 
If re fi 
(—3)" (2 =)" ” 


Cela pose, je pars de ces identites faciles A former: 


42 * 






















-(2T"-=2e BT; 
dz Le— z- = —Z(m}+ 


et je les ajoute membre a membre afın d’eliminer le terme [= ] - Il vient 


ainsı: 


d ER 2) + (a —z)fi le Wu FRE fr!) 
(z i 


dz — 3) mt (x = z)m 
mf- mtl/m 
+ (2m+1)i22—-a—b)- _- n +(m+1)- im er 
\ PO —2) 


| 


En integrant entre les limites 3—=b et posant 


fr. U as 
Im (2 — z)yWtrl dz ” (—1) Uns 
on en tire la relation: 
(m+1)au,. = (m+4)(2r—-a—b)u,—Im(a—b)u,_:.. 
(est bien le resultat connu lorsqu’on suppose 
fix) = el, 
pour le polynöme de Legendre, mais on voit de plus qu’en faisant 
1 
u a „log? er — Pu; 


elle se partage en deux et que P,, eomme l’a trouve M. Christoffel, satis- 
fait & la meme &quation. 

Je eonsidererai en second lieu les identites suivantes: 
| = er] = am 
oh 
(2 — z)"t! 


- = 


=; m-+4 z) 
Lz (m-+1) as +2 I 


+m(2r—a—b) Mr 


ul (x Es zymtl 


i m} (z) 
+im—4)(a—b)' FE 


(c- zym z 


+(m+1)2r—a—b)- 


(T— By" 


Br 2m". ] Bi am) 





Inte 


ou 


Soit 
et 


de ; 


jer 
men 


von « 
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L’elimination de donne: 


f"-3(z) 
( 


dr a 2 ln f"+3(2) 
m+:1)f"i(z 2 +m— | 
d: | - f f u (2 BE 2)" ri 
d’ m3 (2) ” | (z) 
— 14 | - a—b m —! [ - 
dz’ L(x — z)" (2 — z)" 


 - "+3 (2) 
rtmim-+l1 te - 


+m(2m+1)i22r-a-b) ——- 
(02) (2 — 2 


Integrons de nouveau de 3=a A z=b, on en deduit en posant 


>: / ie 1 >)\d: N un 
1.3.35...2m —1. (x „Ya l m» 


nt 


v1 = 2r—-a—b)e,tla—b)'v, 


d’ot encore un resultat connue dans le cas de 

fa) = S—l. 
Je viens maintenant au cas general, en me posant cette question: trouver 
un algorithme qui permette de caleuler de proche en proche, les termes 
de cette serie: 


”_ Si): (7 EOS) 2 SOf*e)dz 
+ ’ +2 I ee i+k+1 ) 


(a — zy" +1 (2 — z)' . (2 —2z 


ol je suppose 


2’ mn eg ui/u zZ, Ki 3—2, Aa 
f 2 — 2a — A 3 2 x) Sn 
Soit pour abreger 
Fiz ze 3 2\f"(z zn 3 Su)" 3—23,)”" 5.) *®, 
et 
m+k=p, 


oeeneral devienne 


oO 
f F(z)dz | 
(2 z)ptt ? 


2) 


de sorte que le terme 


L 


je remarquerai qu'en integrant entre les limites s=3, et 3=Z, les deux 
membres de cette identite: 

d [ F(z) e I pF(z) 4 F'(e) i 

dz L(2—z)P (z — z)Ptr! "(2 — z)P 
on en eonelut 


Fr | F(z) sa BE | Pas 
(x — z)Ppt! ne pP (2 —z)P ’ 
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et par suite, d’apres la formule 


Pi ii > er * 
BT un aan Z— Zn 
f F(z)dz _ Ta F(z‘ d: 
J g— z)Ptl PpJ/ 2—z, (e—z)! 


. 


af F(z) dz ei ii F(z) dz 
PJS 2—z, (e—z)P p 2— Zn (8 — 2)? 


} } 
J 
“ 


De cette maniere lintegrale proposee est decomposee en »+1 autres qu'on 


zF@) de 
Er T—2z ‚p . 
% u % 3, 


S designant suecessivement les racines &,. 2. ... Z,, et il en sera de meme 


peut representer par 


de eelle-ei 
ZFG)f(2)dz 


(2—z)p+1 


qui est le terme suivant dans la serie, et qui aura pour elements les quantites: 


ve: dz 


2 — (2 — z)P+! 


Or ce sont les elements ainsi definis qui donnent lieu A un systeme de re- 
lations reeurrentes, faciles A obtenir, comme vous allez voir, en suivant sans 
y rien changer en quelque sorte, la methode que j’ai appliquee aux integrales 


4 \ 
/ e""Fz)dz. 


- (Sur la fonetion exponentielle C. R. 1873.) 
Effeetivement il suffira de demontrer qu'on peut toujours satisfaire 
a la relation suivante: 


(FOI@ did _(A@ Food __OWFG 
TI Go [@) @-:? a) 


en prenant pour O(z) et ©,(z) deux polynömes entiers du degre n, et c'est 
ce que l’on reconnait sur le champ; car la differentiation donne apres avoir 


ie f) 
mio DEF =: 
multiplie j F@) 
m | RE ar. F@)f@) 
ö Be — (-3)9,(2)-p9s)f(s)-(=-3)|9 is)f(a)+ 913)  F@) 1, 


et Von a preeisement le nombre voulu de 22-+2 constantes arbitraires, pour 
identifier les deux membres, qui sont des polynömes entiers de degre 2r-+1. 


('e 


vn 


au 


Pou 
la « 


je I 


et ( 


na 
part 


eoir 


en ] 


nou: 


Soit 














Ye 
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Ce point etabli, jobserve, qu’en supposant 


on obrtent 


G, 2, — v f' Z () 2;]a 
et que par suite 9,2) se deduira de 9/3), qui restera seul & determiner 


au moven de la formule: 


N iy .. 

r ‚ S = r ' i \ es 

G, 2 = V,, () v [ un + v, () 2 | f 5 lan IE V, ie) 2, f == 
2 —2, 3 — 2, 2. 


Pour obtenir maintenant ©(z), apres avoir deduit de la relation proposde 
la condition 


1 (x) 
O2) = — K — 
| re } 
je l’&erirai comme il suit 
=) ” 9%) Al _P_ı F'(z) ] _O'(z\ 
3 —s)(0— 2, [\2) z—2  F«() Er 
: - : _ 9.) 
et de cette forme nouvelle, je conclurai en remarquant que la fraetion 
G/, 


n’a pas de partie entiere, que le polynöme cherche doit &tre tel que les 
parties entieres de ces deux expressions: 


) F'(z\ 
(z)| I R en }- e' zZ 
u, u + F (2) | 
ei 
f%) 
2—S)@— 2) 


eoineident. Soit done pour en faire le caleul: 
p | F' (2) 2 $, S, | $, 
»—3 ' F@) .ratrzr 
en posant: 
O(2) — a2” +0,2"""+..+0,, 
nous aurons d’abord: 
’ p F' (3) " 7 . 
o(z)|- . + rg = 0,80%" 118,3” ns, 2" ’L. . 
a5 F (2) | | 
| 1 
+ 0,8} | + 018; | 


+ 0,8: | 


Soit ensuite: 


I. 
2—$)@— 2) 





= + p 2" "+3" "++ pn, 
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et nous obtiendrons les Equations suivantes, au nombre de n A savoir: 


= Aus rn), 
p, = also tn —1)+0,S,. 
pP = % (so +n—2)+ 0,5, + 4,8, 


P»-ı ur. 0, (Ss, +1 +0,28; 4° + 8, 


Elles determinent de proche les eoefficients &,. «ı. sr, ... &,_,, et quant 
ao, qui seul reste A obtenir, ce est la condition preeedemment remarqude 

1, HK 

p ı—£' 


Ga) = — 


qui en donne la valeur. lievenant maintenant a la relation: 


zeasın dz m Alt =) Fiz)de _G(z)F(z) 
s—C (a-:rt I fe) (0—z)P (2 —2)P ’ 


nous en deduirons d’abord: 


ve» dd  _ f’ 9,(2) _Fiz)dz 
2—{ (x — z)ypr! f(z) (2 — 2)? 


. , 9 (2 n . . 
puis en decomposant en fracetions simples 
f F(zf(z) dz Ä a) f” F(z) d: 
J 2 (e-Ptr  fla)/ 2-2, (8—z)P 


9 (2) f? Fiz) d: 
+ I („ \ 34 e Er Aus zw 
f ur I (T— f 


a: Es, 4% -n (2— z)p 
Mais on a 
9, 23;) mn v,f 3;) 0 3; 
au lieu de ©(z) afın de mettre en @vidence {, qui 


‘» 


et si l’on Eerit Or, 


U 


entre, comme il est aise de voir, au premier degre dans «,. au second dans 
&,, et ainsi de suite, nous obtiendrons sous forme entierement explieite: 


2 F(z)f(z dz o, 4% Eis dz 
/ a. - IfG ) - — = y, (): Zu. 6 A ) m 
. z—c (2 — 2! SI -u—t,- (2-2,P 





eo {7 F(z lz 
+v,0(2,, cf =... gie 


- y\ () | Zn 2) C) Zn .- Me ER 





on 


TI 
lo 


CO 
lo 
Qi 


au 


m 


di 


ef 


di 
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Je ne ferai point pour abreger d’appliecations de ce resultat. jobserverai 


seulement quw'en eonsiderant Tintegrale 


°7 f (z) 
F = „N dz, 


/ 


on obtiendra pour les Elements de deeomposition, Vexpression suivante: 


IT(x) et TI,(x) @tant des polynömes entiers. On voit ainsi que le deve- 


loppement de Vintegrale suivant les puissances deeroissantes de la variable 
1 a 3 i 

commence par un terme en —,. et il est facile de reconnaitre, que c'est 
- 

l’ordre le plus &leve qwon puisse obtenir pour un degre donne de //(r). 


Quant au faeteur 
f(z\ 


°—L 
il se trouve amene par la relation 
ar! (2) (x) 
Emä ‚Ir 
da —' 7 ie. 
qui definit /7(x) A un faeteur constant pres. 
Je termine, Monsieur, par une remarque sur Vintegrale 


” (g— 2)" dz 
u = f 47,3 z 
IF ®,) 


I 


Cette integrale qui est une solution de 


n+1 ! n—JI 
ntly, i d" u n dr—!u 
(x) nf (x) +l(n+m(in—m—1l)f (v\ 
f dr" 1-1 + f dr’ 2 + f de” l 
; 91 pr dry 
Ha (n + 2m) (n—m—1)ı(n— m—2)f" (x) Jan ++ =) 


montre encore sous un nouveau point de vue, combien la gen@ralisation des 
fractions continues algebriques se lie Etroitement A la theorie des equations 
differentielles lin&aires. 
Jenvisage la fraction rationnelle 
(2 — z)" 
fette) 


et je designe les residus correspondant aux diverses racines 2,, 2,. 


[a 


du denominateur par 
HA, Ulla), ... A,le. 


n 
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Ces residus, qui seront manifestement des polynömes entiers en x de 
degre, auront une somme nulle, de sorte que l'expression suivante 























I, (z)log (2 —2,)+/I(z) log(2 — zı)+.-+1/, (z)log(‘c—3z,). 


se ramene A la forme: 


} .—2 , z—2, L— 2, 
TI, (x) log +/I,(x)log +++], (z)log- 
ä . x —ä ; u >, > u ER 


(ela pose nommons //(z) la partie entiere de son developpement suivant 


les puissances descendantes de la variable. Il est aise de voir quw'on aura: Jı 
>. (3 — x)" dz RE 2 —2z, 1 — 2, f L— 2, / 
— = IT, (z)\log +/T,(x) log ++ +71, (x)log IIKx) ai 
/ mt 1 2) Be Op 2, Es Or z , EB 2, 
, i di 
ar + er a e 


zba+t1)n gi +-1)»r-+l 


Le systeme des polvnömes P;= 7],(x) donne ainsi parmi tous eeux qui sont 
de meme degre m, Vordre d’approximation maximum pour la fonction lineaire 
c—z i r—:, e—2, 
a Se ruhe de, Se ze 
or on a A leur Eegard ce theoreme: | l; 
Considerons V’equation differentielle adjointe de ei 
d"+!y d”ı I | dr-!y b 
> e\ u a\ ginn 7 lie \Ym—n-+]\ mr’ _\ | 
€) af (2), —ı(m+n)m—n (x 
A dar | A dar U TON Huf 2 
ar, A 
— 1 (m+n)(m+n-—-1) (2m —n+2)f" (x) N | 
i Ä da" p 
dont les solutions sont representees par les integrales d 
2 fie) | 
N 1 
er Fe a’ go 
La derivee d’ordre »—1 de eette equation adjointe sera precisement l’equation N 
preeedente en # et elle aura pour solutions, d’une part la fonction: 
m —z e—2z Es E— Eu 
II, (z)log er IT, (x)log Be +++ /7,(x2) log ar —II(x) 
“on “ “N Q 3 © 
et de Vautre, les polynömes: /T,(z), Aha), ... TI,(«). e 8, 


Les Sables-d’Olonne (Vendee) 10 octobre 1874. 

















Lettre de M. Ch. Hermilte a M. Borchardt sur la 
foncetion de Jacob Bernoutlli. 


Pr viens au swjet d’un memoire de M. Raabe, sur la tonetion de 
Jacob Bernouilli (tome 42 de ce Journal, page 348) vous presenter quelques 
22 EEE 


et 


remarques. Soient B”(x) et B’(x) les eoetficients de 
1.2...2m 1.2...2m +1 


dans le developpement suivant les puissances eroissantes de 2 de la fonetion: 


ee’! Big 1 . . 
I de sorte qu'on alt: 
er — 
M; R gt f Di N > \ > nf 1 ’) ) 3 f 
B'(x) = om 3e" +2 (2m ‚B,2”""— 1(2m),B,2”" +. 
” are 2 ry ; | nn j | 
B(z) = er iz" +41(2m+1),B,x I(2m+1),B,x' 
7 , 


L’&minent geometre donne parmi beaucoup de resultats entierement nouveaux 
et d’un grand interet, cette expression sous forme d’integrale definie de 
B" (x) A savoir: 
% 1 m ' (Dr } 1} B' re) .— sin?>r ef 
‚ 4 « e 


T. 


u" du 


-e“_— 2eos?rr 


Peut-&tre mest-il pas inutile de remarquer que la proposition importante 
demontree par M. Malmsten (sur la formule hu, = du,— Ih Au, ----, tome 35. 
page 55) que ce polynöme ne ehange qwune fois de signe, entre les limites 
z=0, x=1, est immediatement mise en evidence, dans l’expression de 
M. Raabe. Kiffectivement, Vintegrale 


[ L u" du 
. ee" — 2 cos?nr 


_x 
est une quantite essentiellement positive pour toutes les valeurs de x, de 
sorte qu'entre les limites considerees, B’(x) aura le signe du facteur 
(—1)"''sin2nz, et ne s’annullera que pour =}. Üest ce qui mia engage 
A en rechereher une demonstration direete, et en m&me temps a obtenir une 
expression analogue pour le polynöme 5’(z), qui mettrait aussi en evidence 
sa propriete caracteristique, d’etre toujours de m&me signe dr =Vär=1. 

J’emploierai dans ce but, la forme suivante que prend la fonetion 
43 * 
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er? —1 RER .. 
j, en changeant 4 en 2i4; sı Von pose: 
er 
sin + sin22—1)A 
Ga) = 
/ 2sınA 
en cosd — eos (2r —1)A 
wie) = ug 
it 2sinA 
on trouve en eftet: 
erirke —| ; i 
ag > pia)rıya), 
et — 4 Ä 


et il en resulte que B”(x) et B’(x) peuvent etre definis comme les coeffi- 
E t i (— 1 y- (24)? t a (— | y (ZA)? +1 
+ > Sıd > . ® .- r 

re 1.2... 2m 1 
et w(x) suivant les puissances croissantes de 4 La consideration de ces 


dans les developpements de p(x) 


fonetions suffit deja pour demontrer plusieurs des theoremes de Raabe, au 
moven de ces relations entierement elementaires a savoir: 


p (1 _ x) — 1— Y (2), w(1 — x) u we), 
A 


sin (2n z—1) 
en 


us / | En ; n—1 
gx)+y\at )+--+yla+ ) = 4n+ 
N - \ n / u. A 
2sın 
n 


2 
cos(2nz —I 
ei ncosA \ ) N 


/ 1 
vw(re)- (re-+ )++ N ‚(2- ) — n su 
24 4 air) Baer on 2sinA 
2sın 

Hu 

Mais e’est leur expression sous forme d’iintegrales definies qu'il importe 
surtout d’obtenir, et voiei eomment jy suis parvenu. 
Soit f(e”) une fonction rationnelle quelconque de e‘, et: 


Fa zur Pf pi 
&$(z) = e“*f(e*), 
+% \ . ’ - » 
je ferai usage de la valeur de l'integrale $ $ix)dz, qui se determine fa- 
er 


eilement comme vous allez voir. Ayant pose d’abord: 


j A A A 

(z\ an II 2) 1 = 5 - 
A TRAM 2.087 i (3 — ae! 

Bi: B b; 


r <—b Gh +++ (2 — b)P+' 


+ * * [3 * * [3 . * “ 


en reunissant dans la quantite //(z), la partie entiere ainsi que les fractions 





el 


peu 


No 


et 


fra« 


d’eı 
neg 
ave 
atte 


pui 


et ı 
fon 


la 

or 
et f 
sig! 


las 
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ete. sil en existe, je remarque que lexpression: 


2 A f A, A. 
e >. r ie > - Be u _ ur] 
er —d A dt) € a 


peut se mettre sous cette nouvelle forme 


















al Br N, a,D( e —)4 P Ha,Del = \. 


e—a/ e? 


Nous aurons en eonsequence: 


ur 


$ize) = e"IlTiz al n_ )+AıD. +3, De( Br.‘ 
) 


\ 
\ e'- 7) L d \eE" Mi J 
e IM; e 2 


HB )+D,(— )+--- +9, BA) 


e—b- e—b/ e—b/ 


et cette decomposition entierement analogue A celle des fractions rationnelles en 


fractions simples, ramenera en general lintegrale /#(@) dx a la transcendante 


eude _4/ j ‚n.® 5 Bus ‚r® gmz dg 
eg ’integrale definie proposee A la quantite - Avant 
eE” — < e‘' a 


L 


d’en chercher la valeur, je remarque que la eonstante a doit &tre sUpposee 


negative quand elle est reelle; om est amene par la A poser: a — —e!'”, 
avec Ja condition que A soit eompris entre les limites —n et +7, sans 


atteindre ees limites. Cela etant nous aurons: 


F + < er dx of SL e ur dx 
—— e 
” e' g—ıh | e' 0 1 


- —« | 
et cette derniere quantite se determine comme il suit. 
Considerons lintegrale d'une F 
fonction queleonque effectude en suivant 
le eontour d’un reetangle ABCD, dont | e 
la base est sur laxe des abseisses, 
l’origine etant au milieu de cette base, 
et faisons: OB=a, BC=b. Si l’on de- B_ WERDNENERENN. _ AEEE —. 
signe par P(z) la fonetion et par S 
la somme de ses residus qui correspon- 
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dent aux valeurs de z, comprises a linterieur du reetangle, on aura comme 


on Salt: 


/ Dix da +if $(iic+taN def $(xc-+ib dr—if $liic—a)dte = 2in$. 


a 


Cela etant, je fais Piz) = et Je suppose la hauteur b comprise entre 


e+1' 
n et 3n, de maniere qua linterieur du reetangle, V’equation ®+1=0 nait 
que la racne z=in et Plz) le seul residu —e””. Faisons maintenant 
eroitre indefiniment la eonstante a; les deux quantites Pixr-+a) et Pix-—a) 
tendront evidemment vers zero Si m est inferieur en valeur absolue A lunite. 


et Von obtiendra: 


ıiy » + 
/ Dede -/ $Pir+ibide = —2ine”"" 


= 0 


dou: 
in x 7 k nrermT 
/ $(c-+ib) = -— — +2ine”"" = —— 
sın 9277 sınmr 


—], 


et par consequent: 


7 et dr Ber) 
ertr 1 sinm st 


—)% 
Mais on peut poser: b=2n—h, h etant compris entre —r et +7, et 


nous trouvons ainsi: 


I e'" dr F mer 
x er7414  sıumna 
RENEE \ 
Solt en seeond lieu: 
Fr e"? — ee" 
oz = 
e —i 


les econstantes m et » &tant moindres que lunite, de sorte que P(ixc-+a) et 
P(ir—a) soient nulles pour a infini. En supposant b=n, la fonetion pro- 
posde restera finie A linterieur du rectangle et Yon aura S=0, d’iou par 


consequent: 


- \ a / . \ 
/ $(x)dıe = f P/’c-+in)d.r. 
nie Ar 


Mais nous avons: 


{e 5) c+ in, u ge EN + e'” Ze 
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et de cette expression resulte immediatement la valeur conmue: 


X er“ PIE e? P nt e 17T . 
/ de = n Bere 
i e —1 sınarz sınmrı 


T. 



















TIECOERT— COTMT.. 
J’arrive maintenant A mon objet en appliquant les resultats qui precedent 
A Ta determination des integrales: 
$ e' sinhdz t / * (e"— er"“)(1- cosh)dz 
; vw 7 
e’ + e”:-+- 2cosh e—I)(e+e7:+2cosh 
— SL —AH 


A Vegard de la premiere, la relation: 


sinh { | | i | 
in ma Min 5 2cosh 2i e 441 ger“ +1 ’ 


donnera: 


a e"=sinhdz 1 | "an Sa | zsınmh 
; e-+e”:+?2eosh Wi Lsinmn sinmnJ sinmn 


=> 
Pour la seconde j’emploierai la decomposition suivante: 


4isinh (14-cosh) Zisinh el e "14 


m 4 —— 
l 


er Ne - ee * -2ecosh) di e—I1 Bee +1 u (41 


et nous en eonelurons au moyen des formules: 


+0 gi _ gm ad ed Be 2rncosmh 
/ ds = — 2nceotmn, dz — un 
e: —1 ei et 1 sin mrı 


X — (L 
la valeur eherehee: 


/ He (em — er) (1-+-cosh) cosmh — ecosmn 
’ \ s r - N ( S Pr A j 
(e —1)(e + e7°—+2cosh) 


sinmn 
I. 


Ramenons encore ces integrales A avoir pour limites zero et linfini, on 
obtiendra ces formules: 
sinmh =f" (e"=: + e==)sinh 
er 


. 7, 
sinmr | e + e=:—+2cosh a 
( 
cosmh— cosmr I f” (e-+Hl)(e"® — e="“) (1 cosh) 
ke nirne.. m nl —— | —— da, 
sın m rı ı (ee —1)(e-+e=:+-2cosh) | 
() ’ 


ot figurent des fonctions paires de la variable sous les signes d’integration. 
s Elles donnent le resultat auquel je voulais arriver en falsant: m= 


et Aa=n(1—2r), de sorte que A soit eompris entre —rı et +rı et z entre 
zero et lunite. Il suffit en effet de remplacer z par nz, pour avoir: 


». 


u 
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| sind + sin (22 —1)4 75: äh pP er + em: d 
DiE _ . Fr — 571: SINZTIT “ ni 2, 
f 2sind “ru e"? + e=": — 2cos?rızr 
r cosA — eos (22 —1)A ba [ (e: +4)(e®— ee”) d 
wie) 2er = —sım ne : j | >, 
2sın e": —I)(e+e ':— 2cos?nz 


et on voit immediatement que le theor&me de M. Raabe se tire de la 
premiere egalite en egalant les coefficients de 2°” dans les deux membres. 
Mais on parvient en outre a €tendre de la maniere suivante, les importantes 
propositions de M. Malmsten a l’egard des polynömes B”(x) et B’(r). Re- 
marquant que les derivees d’un ordre queleonque par rapport A A, des deux 


integra les: 


"a et 4 e=# du: (e?: t4)\(e: — e’:) 
/ n N > ) dz et / x - - - f - ‘ dz. 
J et Le: — %cos?2nz I (e: —1)(et: + e=": — 2cos?n x) 


sont essentiellement positives si A est lui-m&me positif, nous en eoneluons 
en effet, quien supposant 4 compris entre zero et a, si l’on fait eroitre x 
de zero A Yunite, les derivees de la fonetion y(x) par rapport A 2, seront 
toutes positives de e=0 A z=1 et negatives de e=4 A r=1. tandis que 
la tonetion (x) et ses derivees par rapport A A seront toujours negatives 
ee = 2=Ü. 

Je rattacherai enfin les developpements en series de sinus et de co- 
sinus des ares multiples de 272 que Raabe A donnes pour les fonetions 
B"(x) et.B’(x), A ces formules connues. et qui subsistent entre les limites 
z=ßd ed z=1: 


"sin?zz 2sindn x 3snmhnz i 
px) Ilni — + — + tee 
= A — nl 2 4m’ zen In‘ 
w(2) Lcot} 1 mil 8 nz , ceosdnz  cosbnz | ] 
J Pr man Ü Berne u . u‘ . 6) Par: 79 . > _ na > 
Ä = 22 ni T Ku nd 


il suffit en effet pour y arriver d’egaler les coefficients des m&mes puissances 
de A dans les deux membres. 


Paris ler novembre 1874. 
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Oito Hesse. 


(geb. den 22. April 1811, gest. den 4. August 1374.) 


Das verflossene Jahr hat aus der Reihe der deutschen Mathematiker 
in Otto Hesse einen Mann durch den Tod ausscheiden sehen, dessen Ar- 
beiten im Felde der analytischen Geometrie tiefe Spuren hinterlassen haben 
und einen bleibenden Fortschritt in dieser Disciplin bilden. 

Otto Hesse, einer der bedeutendsten Schüler Jacobis. begann um das 
Jahr 1840 seine selbstständigen Forschungen. Dieselben waren im Lauf 
seiner Entwiekelung gelegentlich auf Fragen der Algebra, der Variations- 
rechnung, der Mechanik. der Integration partieller Differentialgleichungen 
eerichtet, hauptsächlich und unausgesetzt aber auf die analytische Geometrie 
der Ebene und des Raumes. 

Ueber diese von ihm mit besonderer Vorliebe gepflegte Diseiplin 
erwarb er vermöge der seltenen Gewandtheit. mit welcher er die Algebra 
der ganzen Functionen zu behandeln verstand, sehr bald eine allgemein 
anerkannte unbestrittene Herrschaft. Alle seine Abhandlungen sind überdies 
durch die Vollkommenheit der Darstellung, namentlich durch die Conse- 
quenz, mit welcher Symmetrie und Homogeneität der analytischen Ausdrücke 
durchgeführt werden, Muster mathematischer Eleganz. 

Unter der Reihe schöner Untersuchungen, welche er hinterlassen 
hat, will ieh drei hervorheben. welehe ihn am vollständigsten charak- 
terisiren und seinen Namen in der Geschichte der analytischen Geometrie 
verewigen. 

Seine lineare Construction des achten Schnittpunktes dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung, seine Bestimmung der Wendepunkte der Curven 
dritter Ordnung, seine Untersuchungen über die Doppeltangenten der Curven 
vierter Ordnung sind Meisterwerke, welche innerhalb der analytischen 
(seometrie ein neues Untersuchungsgebiet eröffnet haben. 

In jeder dieser drei Arbeiten wird ein Problem behandelt. welches 
einer beschränkten Anzahl von Lösungen fähig ist und daher auf eine alge- 
braische Gleichung höheren Grades führt. Aber die Lösungen sind nicht 
unabhängig von einander. Nach den merkwürdigen Untersuchungen, welche 
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Jacobi über die Eliminationsresultante angestellt hatte *), bestehen Relationen 
zwischen den Lösungen, und die Finalgleichung der Elimination, auf welche 
man schliesslich geführt wird, ist eine Gleichung, welcher eine besondere 
Kisenschaft zukommt. 

Ohne Zweifel war es Jacobi selbst, welcher Hesse auf diesen alge- 
braischen aus der analytischen Geometrie zu hebenden Schatz aufmerksam 
gemacht hatte. Aber es bedurfte eines seltenen Talents, einer unaus- 
gesetzten, consequenten Arbeit, um auf dem bezeichneten, bis dahin noch 
unbekannten Felde Ergebnisse von solcher Tragweite zu gewinnen. 

Hesses Entdeckungen haben weitere Vervollkommnungen im den an- 
erenzenden wissenschaftlichen Gebieten zur Folge gehabt. Am deutlichsten 
tritt dies an seinen Arbeiten über die Wendepunkte der Curven dritter Ord- 
nung hervor, welche den Ausgangspunkt für die fundamentalen Unter- 
suchungen des Herrn Aronhold über ternäre Formen dritten Grades bilden, 
Untersuchungen, denen die Theorie der Invarianten eine so bedeutende 
Förderung verdankt. 

Das mathematische Journal, welchem die Ehre zu Theil geworden 
ist, die meisten von Hesses Abhandlungen und namentlich die bezeichneten 
drei Hauptarbeiten in seine Spalten aufzunehmen, hat auch Hesses letzte 
Arbeit, die das Problem der drei Körper behandelt, und zwar gleichzeitig 
mit den Denkschriften der Münchener Akademie, veröffentlicht. In dieser 
Arbeit, welehe eine neue und dureh ihre Symmetrie ausgezeichnete Dar- 
stellung der Lagrangeschen von der Pariser Akademie gekrönten Preisschrift 
enthält, ist ein das Resultat beeinflussender Irrthum untergelaufen, den öffent- 
lich zuerst Herr Serret besprochen hat. Aus einem mit Hesse geführten 
Briefwechsel weiss ich, dass Hesse schon wenige Monate nach Veröffent- 
lichung seiner Abhandlung den Irrthum kannte. Meine Bitte denselben in 
meinem Journal zu berichtigen, ehe es von anderer Seite geschehe, blieb 
fruchtlos, wahrscheinlich, weil Hesse sich auf eine blosse Berichtigung nicht 
beschränken sondern damit die Veröffentlichung neuer hesultate verbinden 
wollte, die noch nicht in druckfertiger Form vorlagen. 

Was Hesse als Lehrer nach einander in Königsberg, Halle, Heidel- 
berg, München geleistet hat, davon geben seine zahlreichen Schüler ein 
beredtes Zeugniss. Noch weiter hat er seinen belehrenden Einfluss ausge- 


*) Bd. 14 p. 281, Bd. 15 p. 285 dieses Journals. 
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breitet und auf die Kenntniss der analytischen Geometrie in Deutschland 
befruchtend eingewirkt, indem er seine Vorlesungen über analytische Geo- 
metrie durch den Druck allgemein zugänglich machte. 


Diese ganze Seite seiner Thätigkeit möge an einer anderen Stelle 


gewürdigt werden, mir kam es vorzugsweise darauf an, den Lesern des 


Journals die unvergänglichen Ergebnisse ins Gedächtniss zurückzurufen. 
welche die Wissenschaft dem Forscher Otto Hesse verdankt. 


Berlin. den 31. December 1874. Borchardt. 
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Druckfehler. 


Band 76. 


seite 158, Gleichung (4.) ee | 
| a I statt „u > v” lese man „a und «+1 vonvund v-+1 ver- 


YaYE m 
2 schieden.“ 
Band 77. E; 
jeite 161 Zeile 3 v. o. statt „yO* lese man „y1* ®). 7% 
161 I v. u. statt „ba“ lese man „ba“. ( 
167 - 1 v. u. statt „grössere“ lese man „kleinere“. ae 
IsI - 19 vw. o. sind die unteren Indices zu streichen. 
ei - 6 v. u. vor und ist ein Komma zu setzen. 


- 224 - 1Tv.o. statt „go“ lese man „ges“. 
n Tatel III Fig. 2 sollten die Durehschnittspunkte zwischen den punktirten und glatten 
‚inien nicht verstärkt sein. 


Band 79. 
jeite 109, Zeile 3 v. u. statt „in a“ lese man „in A“. 
VÖ 


- 115, 2 v. o. statt „Berührungspunkte* lese man „Berührungseurve“. 
119, - 4 v.o. statt „(a,«@)“ lese man „(a, «a, ,,)“ 
159, - 5Dv.o. statt „2* lese man „4“. 
*) In einigen Abzugen schon verbessert. | — 
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